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Hay algunos importantes conceptos que son hoy de uso frecuente en 
numerosas ciencias positivas y que tienen en la lógica formal el lugar de 
su primera introducción y aclaración. Se trata de conceptos como los 
de sistema deductivo, cd modelo, apa estructura. Esa primera 


aclaración que se encuentra en la lógica es, dosde luego, muy general, y 
los conceptos en cuestión toman en las diversas ciencias positivas que los 





usan connotaciones especificas. Pero una introducción formal a esos con- 
El 
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ceptos en el marco ee una iniciación a le lógica es probablemente útil 
Pp 
para toda formación científica que quiera educar también en el espíritu 
de la teoría. La ES a motivación con que ha sido escrito este manual 
£ í 
difer 


es la de suministrar un texto introductorio que, a 
gica, no presuponga en 


muy naturalmente suele ocurrir a los libros de 


rencia de lo que 


Ha 
sus lectores ningún interés especial por le flosofía ni por la matemática, 





ni menos una educación universitaria en ellas, El lector típico tenido pre- 
sente es más bien el estudiante de nuestras facultades de ciencias positi- 
vas (naturales y sociales). Esto puede dax razón del carácter ingenuo de 
la información y las cliscusiones sobre temas filosóficos y matemáticos, así 
como del abandono de venerables doctrinas tradi 


or ejemplo: de 





la renuncia a un tratamiento sustantivo de la silogística). 


Lo que aquí se pretende en sustancia es ser troducción del 


las secciones de : matemáticas. 





estudio de la lógica fuera de 
Salvo en las Facultades de Ciencias Económicas, que cuentan con unos 
E n nada fácil al- 


podria con- 





Fundamentos de Filosofí 





primer curso, 






vez una modesta 





canzar ese deseable objetiv 
sistir por Ahora en uE É con alguna 


capitulos: 1, 1, 





TIL, 1V, V, VIZ, XIV, XV, XVL, XVIL XVHIL. (Esta reducción acarrea la 
supresión de derivaciones calculísticas en los caps. XIV-XVIIL, que habrá 
que suplir con razonamientos informales de los que se dan varios ejemplos 
en el capítulo XV.) 

El Dr, D. José Lóbez Urquía, catedrático de Matemáticas de las ope- 
raciones financieras en la Facultad de Ciencias Económicas de Barcelona, 
ha tenido la bondad, que le agradezco, de leor el texto en pruebas y su- 
gerirme retoques de interés didáctico que he llevado a cabo en la medida 
en que lo permitían los límites de espacio y de contenido impuestos al 
manual. 
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PARTE PRIMERA 


LA LOGICA FORMAL Y LAS CIENCIAS REALES 
CATEGORIAS LOGICAS 


CarfruLo 1 
NOCIÓN DE LA LÓGICA FORMAL 
Los capítulos 1111 de la Primera Parte consideran algunas cuestiones 


de teoría de las ciencias que son interesantes para caracterizar la lógica 
formal. El capítulo 1Y ofrece unos instrumentos del smálicis lógico. 





1. Cómo se caractoriza una ciencia, — La lógica formal es una de las 
ciencias que estudian el conocimiento. No es la única que tiene ese objeto: 
desde otros puntos de vista estudian también el 20 to otras disci- 
plinas, como la metodología, la teoría del conocimiento o epistemología, la 
psicología del conocer, Es corriente que un mismo Heto material” — que 
puede ser un conjunto de cosas, o un grupo de he a de actividades — 
ses estudiado a la vez por varias ciencias, sin que éstas ¿ Ae de tener 
por esa coincidencia temas bien distinguibles. Asi, por apio, un acto 
de los que los juristas llaman “compraventa” es chi cto de interés para el 
derecho, la ciencia económica, la sociología, y sín también para la 
historia, la psicología, etc. Este es un hecho cabo que no ema la atención, 
y el referirse a él puede parecer ocioso. Pero a 3 de su trivialidad el 
hecho tiene cierta significación para la pe pues permite 
ver que lo que caracteriza plenamente 2 una ciencia, vostigación o 
vna teoría no es el objeto material estudiado —— seguramente compartida 
con otras varias ciencias o teorías —, sino el punto de vista desde el cual se 
va a considerar dicho objeto. 

Este punto de vista, que suele llamarse “objeto forma", es fruto de una 
abstracción. Abstraer significa aislar mentalmente. Todos los datos aparen- 
temente simples que recibimos en la consciencia resultan coroplejos para la 
posterior reflexión: nunca tenemos, por ejemplo, una pura sensación de 
color, sino que toda percepción de color “contiene” al mismo tiempo, y por 
lo menos, datos de extensión y de duración in y de tiempo. 
Abstraer es tomar alguno o algunos de los ele Tato (por ejemplo, 
el color), prescindiendo mentalmente de ! 

Se habla propizmente de abstracci 
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algo del dato y prescindir del resto se realiza a un nivel mental lo suficiente- 
mente elevado como para que el acto sea consciente y pueda ser voluntario. 
Pero la base de esa operación, la sclección de noticias del mundo, es un 
hecho fundamental de la situación del hombre en la realidad. Ya nuestros 
sentidos operan con sus umbrales de percepción una selección que define 
la gama de los estímulos y cuyo resultado es el aspecto cotidiano común 
del mundo, el cual, por ejemplo, no tiene radiación ultravioleta. Por eso 
se ha dicho a veces, usando de un modo amplio la idea de abstracción, que 
ya nuestros sentidos abstraen. Lo cierto, en todo caso, es que ya por nues- 
tros sentidos nos encontramos sometidos a la necesidad de conocer el 
mundo del único modo como puede reflejarlo algo limitado como es nuestra 
capacidad de conocer, a saber: fragmentaria y simplificadoramente, sin tener 
consciencia concreta total prácticamente de nada, sino generalmente sólo 
noticia abstracta, 

Probablemente es demasiado vago decir que los sentidos abstraen. Pero 
no es necesario llegar al conocimiento científico para encontrarse con la 
abstracción en el sentido propio de una operación intelectual más o menos 
consciente por la cual se toma del dato complejo alguno o algunos compo- 
nentes, prescindiendo de los demás. El lenguaje común, vehículo del pensa- 
miento cotidiano, opera a determinados niveles de abstracción. Todo nombre 
común. es un abstracto en sentido lógico, y no sólo los nombres que llama 
abstractos la gramática, como “bondad”, “maldad”, etc. También “perro”, 
“mesa” o árbol son abstractos. El perro no es ningún dato de los sentidos. 
La idea de perro está obtenida por abstracción, prescindiendo de muchos 
elementos de ciertos complejos de datos. La imposibilidad en que estamos 
de percibirlo todo, e incluso de pensar todo lo que llega a nuestra percepción, 
hace de la abstracción la operación inicial y básica del conocimiento pro- 
piamente dicho, es decir, del saber consciente y susceptible de comunica- 
ción y discusión. 

Los términos “perro”, “mesa”, “4rbol' no representan directamente ningún 
dato de los sentidos (sino una abstracción) cuando se usan como nombres 
completos y refiriéndose a su significado, como, por ejemplo, en la expresión: 


el perro es un vertebrado. 


Cuando se usan como parte de un nombre propio, el nombre propio com- 
pleto puede representar directamente un dato de los sentidos. Por ejemplo: 


este perro es de Juan, 


Un término puede también representarse a sí mismo como dato de los 
sentidos. En este caso se dice que ese término es a la vez usado y mencio- 
nado, Por ejemplo: 


perro es bisilabo, 


NOCIÓN DE LA LÓGICA FORMAL 15 
Se ha convenido cn que lo correcto es escribir entonces: 


$ > E O 
perro Ss NIStiao0. 






No obstante, prescindiremos de las comillas simples enendo éstas deben 
aplicarse a expresiones que, por destacarlas, se pongan sen una línea. 

Por último, un término puede ser mencionado y no sara, Como ocurre 
con el término “hombre” en el ejemplo siguiente: 


la palabra castellana que significa Homo su s es bisílaba. 





Esta terminología Cuso” y “mención'”) procede de W. Y. O. Quine, 

La abstracción científica se diferencia de la vulgar en que se orienta 
por los Ímes dela investigación, por el intento sistemático y er ítico de reflejar 
lo más adecuadamente posible la realidad, Como la : d rebasa amplia- 
mente por su complejidad la capacidad de conocimiento del hombre, ocurre 
paradójicamente que la abstr acción científica, para cada vez más 
adecuadamente la realidad, tiene que adoptar frecu as muy 
artificiosas desde el punto de vista del sentido común, A p0sO 
científica más que sentido coraún críticamente 1 
de abstracción está en efecto educada en las : abstrac 
el lenguaje étnico materno. El lenguaje étnico no usa 
abstracción que la necesaria para tratar con las cosas Y 
rodean en la vida cotidiana. (A cambio de ello, el lengunia ce 
más apto que el científico para recoger experiencias directas de la vida 
subjetiva.) La ciencia, en cambio, tiene que enfrentarse con zonas de la 
realidad cuyo acceso es más dificil, Por eso tiene también que construirse 
niveles y tipos “artificiales” de abstracción 

La abstracción — y especialmente la cientifica — no es, en efecto, un 
hecho exclusivamente pasivo, una recepción de elos que estuvieran 
naturalmente separados en la realidad. Para distinguir, : los elementos 
o aspectos de un dato complejo, aquellos que son interrsantes o importan 
tes de aquellos que no lo son, hay que ir guiados ya por idca< previas, por 
abstracciones previas: nada es importante sino desde algún punto de vista. 
Así, por ejemplo, el hecho de que ante el acto de compraventa el economista 
se sienta atraido por unos aspectos y el jurista por no se explica 

: de esa recep- 
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exclusivamente por una receptividad pasiva, sino por la 


tividad pasiva más la circunstancia de que uno y otro han puesto activa- 
mente unos puntos de vista selectivos que dejan Das 103 aspectos de la 





DN 


realidad y excluyen otros. Igual que al filtrar un Y pudo, en la abstracción 
hay siempre una intervención activa del hombre, algo así corn toi 
más o menos consciente Y voluntaria, de un Bltro. 





Esto es muy visible en el uso científico de la abstracción; pero la situación es 
esencialmente la pusma en todo caso. Tampoco las abstro rentas del len- 
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guaje étnico de cada cual son naturales, pues ningún lenguaje es natural como 
pueda serlo un animal o una planta, El lenguaje es un producto de la cultura, al 
mismo tiempo que una condición de la misma. Asi también el practicar una abs- 
tracción presupone la existencia de otras abstracciones previas que guían la opera- 
ción, determinando el punto de vista de ésta, 

En la filosofía de la cultura y del conocimiento se presentan frecuentemente 
problemas como ésos, que recuerdan el de la gallina y el huevo: ¿qué fue antes, 
una actividad abstractiva — que presupone abstracciones previas -—, o unas abs- 
tracciones “previas” — que presuponen alguna operación abstractiva —? la solu- 
ción de estos problemas no se encuentra quedándose dentro del estudio del cono- 
cimiento como cosa aislada, sino que debe hallarse probablemente por una vía 
en la que colaboran varias disciplinas, biológicas, fisiológicas, psicológicas e histó- 
ricas: el conocimiento no es toda la vida del hombre; el “primer” trato de la es- 
pecie humana con la realidad exterior no ha sido seguramente teórico, sino prác- 
tico, más o menos como el de los demás animales superiores. El “conocimiento” 
del mundo que tienen éstos está seguramente orientado por las necesidades de su 
actividad biológica. Ahora bien: la actividad biológica más específica del hombre 
es el trabajo, que da de sí no sólo la estricta conservación o reproducción de la 
vida, sino, además, la producción de las condiciones y medios de la vida, La acti- 
vidad precisamente intelectual de la abstracción ha ido presumiblemente prece- 
dida por esa actividad práctica, cuyo desarrollo y fijación, a través de la formación 
de esquemas o “estereotipos dinámicos” hereditarios en la corteza cerebral 
(PavLov), habrá suministrado al hombre las primeras “abstracciones”, orientado- 
ras de las sucesivas y ya conscientes, 


Aunque ninguna abstracción sea natural (espontánea) ni totalmente pa- 
siva, sino siempre fruto de receptividad y actividad, puede decirse que el 
pensamiento científico tiene la peculiaridad de hacer conscientemente de 
dicha artificialidad de la abstracción un instrumento de conocimiento, 
Así lo hace ya el pensamiento científico, una vez conseguida alguna apre- 
ciable cantidad de conocimiento, para establecer el punto de vista, el ob- 
jeto formal o las abstracciones básicas que caracterizan plenamente a una 
ciencia, investigación o teoría. Su análisis del objeto a estudiar es más 
agudo y menos “natural” que el análisis “espontáneamente” hecho por 
el pensamiento común según las abstracciones de los lenguajes étnicos. 
(Las dos palabras entrecomilladas no deben, como se ha visto, tomarse al 
pie de la letra.) Así, por ejemplo, el criterio científico que permite definir 
a un vegetal por la propiedad de ser autótrofo (suponiendo que baste ese 
criterio), o el de definición de una sociedad (la feudal, por ejemplo) por su 
estructura, por la presencia de determinadas combinaciones de clases, ins- 
tituciones, roles, ete., no coinciden exactamente con las correspondientes 
representaciones del lenguaje común. Los abstractos científicos “vegetal” 
y “estructura social' están construidos bastante artificialmente, no sólo eli- 
minando rasgos de los vegetales concretos y de las sociedades concretas, 
sino, además, componiendo o sintetizando los rasgos recogidos según cierto 
orden de importancia, 
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Puede observarse que los abstractos “vegetal” y “estructura social' son 
dos ejemplos de lo que hemos llamado “abstracciones básicas” caracteriza- 
doras de una ciencia o teoría: el primero caracteriza la botánica; el segundo, 
la teoría de la estructura social. 

Una ciencia, una investigación o una teoría 58 02 zon por las es- 
peciales abstracciones básicas que constituyen el punto de vista según el 
cual se va a considerar la realidad, 












2. La falacia de absteneción. — El abstracto suele per 
aspecto de realidad, como si fuera algo real, Ello no debe 
tracción preside todas las vías racionales de penciración en i 
por ejemplo, que un historiador que hava hecho estudios d 
ciedad medieval francesa conoce más profundame nte lo y 
la vida de los franceses del siglo xk que quien no poor: : 
no debe hacer olvidar que lo que llamamos "estructura so ¿cial torso dal de Francia" 
no ha sido nunca una cosa concreta como lo fue un francés de Aquella época. 
Un abstracto no existe como cosa independiente: razoner como sí efectivamon 
existiera es cometer una falacia. El abstracto convalidado por la a lt ica científica 
(por el análisis lógico y la experiencia o el exp crimento), 
destinado a ser superado por e: progreso de la ciencia, 
de la realidad concreta. Pero siempre se trata de rasgo 
reconstruidos, 


s2 con mucho 
porque la abs- 
lad, Es seguro, 
: de la so- 















generalmente 
importintes 


os aislados y 


y 


3. La abstracción básica de la lógica forros]. 
el objeto material de la lógica formal, la cosa sl 
miento, También podría decirso — y efectivamente 
el pensamiento. Pero si se conviene en no usar esta ola 
xaxse ya a hacer una distinción entre la lógica formel y 
cina: la psicología, que estudia el conocimiento en 
subjetiva, o sea, en tanto que pensamiento, 

La lógica no se interesa por la actividad de conocer, sino por su resul- 
tado, lo que llamamos conocimiento, el cual se enr alma 
fijado en un lenguaje. Esto no quiere decir que los trabajos de la psicología 
del conocer carezcan siempre de interés para la légica , Eemmal, mi, a la iín- 
versa, que sean siempre irrelevantes para la psicología los 
lógica formal. Pero, como se ha dicho antes, As con 
penetrar en la realidad mediante abstracciones, 
gurosamente éstas es uns condición necesa vda 
Por eso desde el punto de vista de la lógica Í 
problemas referentes a la actividad de conocer 
ejemplo, de la ciencia de la lógica. 

Lo que importa a la lógica es el resultado de la acth 
el conocimiento, Y un resultado interesa por su solt 
verdad o fundamentación, Daremos un paso más haci 


sica de la lógica formal reduciendo su tema a la 









disciplina 


ve- 
o que actividad 


malmente 
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por su 1 validez 
cción bá- 
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ción del conocimiento. Pero con eso no basta aún para precisar el tema de 
Ja lógica formal, pues hay otras disciplinas más que se interesan por el 
mismo tema: la teoría del conocimiento y la metodología, por ejemplo. 
Con la reducción del tema a la fundamentación del conocimiento no hemos 
eliminado de nuestra lista inicial más que la psicología del conocer. Los si- 
guientes ejemplos la y 24 pueden ayudarnos ahora a precisar los puntos 
de vista diferentes según los cuales se interesan por la fundamentación del 
conocimiento la lógica formal y esas otras disciplinas a las cuales engloba- 
remos a partir de ahora bajo su nombre más clásico: 'teoría del cono- 
cimiento”. 


Ejemplo la Ejemplo 2a 
Todos los árboles som vegetales; Lo que está en el centro de un cfrcu- 
el manzano del jardin es un árbol; lo es inmóvil; 
luego el manzano del jardín es ve- la Tierra está en el centro de un 
getal. circulo; 


luego la Tierra es inmóvil. 


Desde el punto de vista de la teoría del conocimiento, la argumenta- 
ción la da una conclusión fundada, En cambio, la argumentación 2a (que 
es un razonamiento anticopernicano del teólogo Melanchton) no da una 
conclusión fundada, Desde el punto de vista de la lógica formal, por el 
contrario, las dos conclusiones están igualmente fundamentadas, y las dos 
argumentaciones son igualmente válidas. Para dar un nombre a esa “igual- 
dad”, que contiene el punto de vista o abstracción básica de la lógica 
formal, diremos que las dos argumentaciones son formalmente válidas, o 
que las dos conclusiones están formalmente fundamentadas. "También puede 
decirse que los dos conjuntos de oraciones o enunciados, la y £a, tienen la 
misma forma lógica. 

La abstracción básica de la lógica formal es la noción de forma lógica. 
Su punto de vista os el de la validez o fundamentación de lo formal del 
conocimiento. 


4. Formas de pensamiento irrelevanics para la lógica formal ciá- 
sica. — El atenernos al concepto de conocimiento al describir el tema de 
la lógica, en vez de recurrir al más amplio concepto de pensamiento, tiene, 
entre otras ventajas, la de recoger el tradicional desinterés de los lógicos 
por las formas de lenguaje que son más aptas para manifestar estados del 
sujeto que para indicar hechos conocidos. Formas de lenguaje no directa- 
mente indicativas de hechos conocidos, sino manifestativas de estados del 
sujeto, son, por ejemplo, las exclamaciones, los imperativos, los ruegos, las 
interrogaciones. La limitación de la lógica formal a las formas indicativas 
o apofánticas del lenguaje procede de Aristóteles (384-322 a.n. e.). 

El motivo de esa exclusión es que no puede decirse, por ejemplo, que 
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una interrogación sea válida, verdadera o f d: 
La fundamentación de un enunciado indicativo de en 
enunciado indicativo de conocimiento, o bien un conh 
ciados a los que directamente refere el primero. En el caso extremo de 
un enunciado empírico individual, su fundamentación es algún estado del 
mundo externo observable en principio por todos los hombros de modos 
equivalentes, En cambio, la justificación de una exclamación 0 interroga- 
ción, su inteligibilidad, se A de algún acc ento al cual no 
refiore la exclamación o interrogación directamente, y que no es tampoco 
accesible a todos los hombres del mismo modo, 

Ei mismo punto de vista excluye de la Lógica cl 
nes que no tienden a fundamentar una verdad, sino a 
torio. Estas aermentaciones, que constituyen una y 
mayor de lo que suele creerse, son tradicionalmen 


















ca las argumentacio- 
ir a un audi- 

o didáctico 
e e retórica. 


2 con fruto a 
contemporáneos 
nina suasorios (== re- 





Sin embargo, los métodos de la lógica mode 
elementos no apofánticos del discurso cotidiano 
hay autores que subrayan ol interés formal de 
tóricos). 


o 


5. La forma lógica. Esquemas, — El concepto de formas lógica — como 
su contrario, el de contenido o materia a del conocimiento — es 
una noción muy básica que, al igual que muchas otras nociones fundamen- 
tales, resulta imposible deániz como no sea por metio de una convención, 
es decir, poniéndose explícitamente de acuerdo sobre una determinada 
aclaración y precisión de la vaga tuiti : iscitó en 3. La no- 
ción de forma lógica es una de esas abstracciones a ificiales” o cientificas 
que tienen que sintetizarse (fabri Le acuerdo con las 
intenciones de la ciencia, Esta abstracción o o técnica de forma ló- 
gica puede establecerse cómodamente distinguiendo, en una expresión 
dada, entre elementos representativos de la forma y clomentos que repre- 
sentan el contenido empírico. Con esto, ciertamente, at : 
al conocimiento, al lenguaje en que se expresa el con 
no es una desviación importante, pues no existe real e 
que na esté articulado en un lenguaje: la obietividad es la qe ad 
tividad, como suele decirse, esto es, la posibilidad de comunicación lo su- 
ficientemente inequívoca como para, que otras 5 ón vuedan controlar 
lo que una considera conoc nt exige a su vez la 
articulación del conocimiento 

Los anteriores ejempios la y la 
idénticos — pueden ofrecer una 1 
lógica. Cada uno de ellos es un conjunto á 
dicho en el ejemplo le anda en una conclusión - 
lo dicho en el ejemplo 2a culmina en una conciosión E 




















<, formalmente 
noción de forma 
Puesto que lo 
2, mientras que 
la validez formal 
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que la y 24 tienen en común no puede ser lo que dicen sus contenidos, 
lo que declaran sobre la realidad. Por tanto, para llegar a la forma común 
de la y 2a habrá que eliminar los contenidos, Pero ¿cómo eliminar esa ma- 
teria empírica para quedarnos con la forma? 

Consideremos más detenidamente los dos conjuntos de enunciados. 
Es claro, por de pronto, que no son meros agregados; hay entre los tres enun- 
ciados de cada conjunto una relación bastante fácil de percibir: cada tercer 
enunciado vale 4 condición de que valgan los dos anteriores. En la lengua 
común solemos expresar la condición mediante la conjunción “si, y luego 
anteponemos a la afirmación condicionada (apódosis) algún signo, como una 
coma, o la palabra “entonces”, que usaremos aquí para separar más visible- 
mente la prótasis de la apódosis, Volvamos a escribir los ejemplos en este 
nuevo estilo: 


1b 2b 
Si todos los árboles son vegetales; Si lo que está en el centro de un 
sí el manzano del jardín es un árbol; círculo es inmóvil; 
entonces el manzano del jardín es si la Tierra está en el centro de un 
vegetal. circulo; 


entonces la Tierra es inmóvil. 


Seguramente podríamos mejorar nuestro nuevo estilo suprimiendo Jos 
puntos y comas entre los enunciados primero y segundo (premisas) de cada 
conjunto, y escribiendo en su lugar la conjunción “y. Pues es claro que la 
condición o prótasis está constituida en cada caso por el producto de esos 
dos enunciados, y no por su existencia separada, inconexa. Por otra parte, 
delante de la palabra “entonces” no es necesario, en contextos como 1b y 2b, 
escribir un punto y coma. Si utilizamos el tercer estilo que resulta de estas 
observaciones para transcribir una vez más los dos ejemplos, observaremos 
que no hay ninguna necesidad de disponer cada conjunto de enunciados 
en tres líneas. Cada uno de esos conjuntos es más bien un solo enunciado 
compuesto (molecular) de enunciados simples (atómicos). Escribiremos con- 
siguientemente (poniendo en mayúsculas pequeñas los términos nueva- 
mente introducidos): 

lc 


Si todos los árboles son vegetales Y sí el manzano del jardín es un 
árbol, enrosces el manzano del jardín es vegetal. 

20 
S1 lo que está en el centro de un círculo es inmóvil y sr la Tierra 


está en el centro de un círculo, exronces la Tierra es inmóvil, 


Escritos los ejemplos en este tercer estilo, se ve qué puede significar el 
eliminar, como antes decíamos, Jos elementos empíricamente interesantes 
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de esos enunciados moleculares. Se observará que 1 cnen mos cuantos 
elementos comunes y situados en lugares homólogos: “sí, Y, *,, renal 
Además, esos elementos comunes no significan n nada preciso por sí mismos, 


a diferencia de los elementos que varian en los dos ojo 


a 








“árboles”; “lo que está en el centro de un circulo; 
“vegetalos': “inmóvil; 
“el manzano del ul a Tierra”. 


con otros términos, se len sinentegoromáicos 
nifica con-significativos, significativos con otros). L 
goremáticos. Los sustantivos correspondientes son * 
legoremas, 








En los ejemplos le y 2c hay otros términos sincateg; os además de “sr, 


i, Y, 'ewzonces”, Pero por el momento no atenderemos a ellos, 


4 la forma 
. Pode- 






Un lógico medieval llamado Buridán Gn. hacia 1389) concl 
lógica como el ensamblamiento de los términos «in 
mos practicar ahora esa abstracción de Buridán ando de nuestros 
ejemplos los elementos categoremáticos, y quedín Ss con un esquema 
compuesto por los términos bic Y unos f19707 que Tecuer- 
den que entre ellos había enunciados. Obtendremos: 







OS 


Esquema 1d 





SM mm Y AA, ENTONCES + a, 
Esquema 2d 
SE o Y BL ENTONCES AA o. 






Como se ve, los dos esquemas son idénticos. N 
esquemas, sino sólo uno. Consideraremos a ese esquema 
quema I', como representante de la noción, cualitativa y menos ie 
de forma lógica común a los ejemplos la y 2a. Con esto obtenemos el prin- 
cipal fruto de la consideración lingúística del conocimiento, 









* 
1 
A 


El Esquema 1 representa una forma lógica coreón a 
lógica que tienen en común dichos e jemplos, Según la ! 
en , electo, atribuirse 2 una misma « ión varias forma 


ha llevado al Esquema 1 es muy rudimentario, 


la y 2a, no la única forma 
ñ a del análisis pueden, 
i análisis que 






La intoligibilidad del Esquema 1 requiere que 20 se borren los trazos 
por los que aludimos a contenido de los textos $" s. Si se suprimo mn 
esos trazos (o los espac li i y a mingún es- 


éfuema útil, sino a una 
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SI Y SL, ENTONCES. 


Hay que aclarar, por tanto, lo que quiere decir que el punto de vista de la 
lógica formal prescinde de todo contenido. La realidad es que prescinde de 
todo contenido empírico, pero no de la idea de contenido en general. 


Ello se debe a que la forma -— que es una abstracción —no sólo no puede 
darse sin un eontenido concreto, sino que, además, no puede siquiera pensarse sin 
pensar al mismo tiempo en un contenido en general, o, dicho de otro modo, en el 
abstracto “contenido”. Forma y contenido, o forma y materia, son dos conceptos 
que se necesitan el uno al otro: son dos “opuestos dialécticos”. 


6. Verdad formal, Esquemas Énales, La lógica formal como ciencia 
o teoría. — El Esquema Í no es ni verdadero ni falso. Será verdadero o 
falso el resultado de sustituir los trazos por enunciados, por contenidos ade- 
cuados. Eso quiere decir que el Esquema 1 no es formalmente verdadero 
ni falso, Los resultados de su relleno, de la interpretación de sus huecos, 
serán materialmente verdaderos o falsos (casos, por ejemplo, de la y 2a 
respectivamente). 

Pero ya antes hemos indicado que el análisis de los ejemplos la y 2a 
que ha llevado al Esquema 1 es muy rudimentario, y que en la y 2a hay en 
realidad más términos sincategoremáticos que los antes recogidos: son el 
adjetivo “ropos, el artículo determinado “EL” (o “La”, y la forma del verbc 
ser ES” (0 son”), En la está explicito el término tronos. En 2a va implicito en 
la expresión “lo que”. Pues evidentemente Melanchton quiso decir que toda 
cosa que está en el centro de un círculo es inmóvil. La rareza de la cons- 
trucción se debe a la falta de una sencilla palabra -— como “¿rboles” en el 
lugar homólogo de la— para designar la clase o el conjunto de las cosas 
que están en el centro de un circulo. Curiosamente, esa deficiencia del 
lenguaje hace que la expresión sea lógicamente más exacta en 2a que en la. 
“Arbol, en efecto, es un abstracto, es el nombre de una clase de cosas, y no 
es correcto hablar de un abstracto diciendo que es de tal o cual modo, en 
el sentido corriente en que son las cosas reales. En realidad, “todos los ár- 
boles son vegetales” quiere decir propiamente: 


todas las cosas concretas que tienen la propiedad árbol tienen la 


propiedad vegetal. 


O también: “si una cosa es árbol, entonces es vegetal”, Por el momento es- 
cribiremos simplemente, con mayor adecuación al lenguaje vivo: 


Todas las cosas que son árboles son vegetales. 


De este modo lógicamente correcto se expresa el primer enunciado de 2a, 
gracias precisamente a que la falta de un abstracto simple, como “árboles, 
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ha impuesto el uso de un nombre abstracto compuesto (lo que está en el 
centro de un circulo”) y ha permitido percibir más exactamente la situa- 
ción lógica: 


> 


Todas las cosas que están en el centro de un circulo son inmóviles. 


Por simetria de formulación con la introduciremos el abstracto simple “cen- 
traP, con la significación de “tener la propiedad de estar en el centro de un 
círculo”, Así tenemos: 


Todas les cosas que son centrales son inmóviles, 
Para evitar tener que usar unas veces es y otras 


V 
esta versión definitiva de los dos enunciados, que vale tembién para las 
otras dos premisas: 


:'eces “son”, usaremos 
a 


Todo lo que es árbol es vegetal; 
“Todo lo que es central es inmóvil, 


En un nuevo estilo basado en las anteriores reflexiones, nuestros ejem- 
plos, con algunos retoques de comodidad que no requieren, comentario, se 
convierten en: 









£1 TODO LO QUE És central es inmóvil Y Sí La 
ENTONCES Lá Tierra Es inmóvil, 





De le y le se desprende el Esquema IL, como antes el Esquema 1 de 


Esquema 11 


S1 TODO LO QUE ES () Es () Y Si EL La) E) Es (1), ENTONCES EL 


La) O Es O. E 


El esquema 1 es verdadero independientemente de los términos catego- 
remáticos (ahora no se trata de enunciados) que se utilicen para rellenar los 
que llamaremos “lugares de contenido: O, O, O). 1 os “esquema 
fiual' de un enunciado a aquei en el cual aparezcan todo: érminos sin- 
categoremáticos de dicho enunciado, El Esquema 11 es final; el Esquema I 
no lo es. Con esta terminología podemos precisar: 







5 
ms 
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Un enunciado es formalmente verdadero cuando su esquema final es 
verdadero para cualquier interpretación de sus lugares de contenido por 
categorcmas, 

Un enunciado es formalmente falso cuando su esquema final es falso 
para cualquier interpretación de sus lugares de contenido por categoremas. 

Un enunciado es formalmente consistente o compatible cuando no es 
formalmente falso, lo que quiere decir que hay al menos una interpreta- 
ción que hace verdadero a su esquema final o, como suele decirse, lo satis- 
face o cumple. 


La arbitrariedad de la interpretación tiene naturalmente la restricción de que, 
una vez escogida una interpretación determinada para un lugar de contenido 
con el número n, la ocupación de cualquier otra instancia de 91” tiene que 
hacerse con el mismo categorema. Los lugares de contenido están cualificados, no 
son lugares indiferentes como los puntos de un plano. Esto se debe a lo que antes 
dijimos sobre la presencia de contenidos abstractos o indeterminados en la misma 
consideración formal. 


Según las últimas precisiones, los enunciados la y 2a son formalmente 
equivalentes, de acuerdo con la afirmación intuitivamente hecha en 3: son 
ambos formalmente verdaderos, valen lo mismo; además, tienen el mismo 
esquema final, 

Es interesante observar que el Esquema Il tiene la principal propiedad 
de las proposiciones (o “juicios”, según la terminología tradicional) y de los 
enunciados que las expresan: el poder ser verdaderas o falsas. Por tanto, el 
Esquema K es en cierto sentido un enunciado, y no sólo un esquema: es un 
enunciado esquemático; recordando que los esquemas representan formas, 
podemos también decir que es un enunciado formal. Los enunciados de 
este género son propios de la lógica formal. 

Sabemos de él que es “siempre” verdadero, o sea, verdadero para cual- 
quier interpretación de los lugares de contenido mediante categoremas. 
Este género de verdad se llama “verdad formal, Entre las numerosas ver- 
dades formales o enunciados formales verdaderos, hay tres célebres enun- 
ciados llamados tradicionalmente “principios lógicos”. Son susceptibles de 
formulación como verdades formales en diversos sistemas lógicos. He aquí 
una formulación, a título de ejemplo de verdades formales ('p” es una letra 
esquemática que representa un enunciado cualquiera): 


si p, entonces p — (“principio de identidad”); 
no (p y no-p) (principio de no-contradicción”); 
p o no-p (principio de tercio excluso”). 


La existencia de enunciados formales verdaderos permite concebir la 
lógica formal como una ciencia de los mismos, como el estudio sistemá- 
tico de los teoremas formales, Un sistema de teoremas es una teoría, Por eso 
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la lógica formal puede concebirse como una teoría O 
una mera técnica del pensamiento correcto O pe con 
que también se ha presentado en la historia 





a, 


7. Sentido de las verdados formales, — La naturaleza de ciencia 0 
teoría (sistema de teoremas) que acabamos de ver en la lógica plantea una 
cuestión bastante delicada: ¿de qué tratan los teoremas de la l4g ca? ¿De qué 
trata, por ejemplo, el Esquema 11? ¿Qué sentido tiene decir que es verda- 
dero? ¿De qué es verdadero? 

La respuesta más clásica en la lógica moderna Wittgen- 
stein (1889-1951), y sostiene que las verdades formales no sf nada ni 
se refieren a nada; son “tantologías”, consisten en decir de varios modos una 
misma cosa. La conclusión del Esquoraa 1, por ejemplo, no hace más que 
repetir de otro modo la condición o premisa compuesta, Si a algo se refiere 
la conclusión, es a la premisa. Y una y otra juntas no se rcfcren a nada más, 

Es claro que las verdades formales no dicen nada e o, nO sign 
nifican nada particular de ninguna cosa pie . No enxi- 
quecen nuestro conocimiento del mundo real, el e e de cosas 
concretas. 

Por otra parte, sí esa respuesta agotara la cuestió a sentido 
decir que un enunciado formal es verdadero o falso. La principal defini- 
ción de verdad realmente utilizada por la ciencia es la definición de origen 
aristotélico, según la cual la verdad es la adecuación con la realidad. Si un 
enunciado formal no dijera en ningún sentido absobutamento nada sobre la 
realidad, entonces no E tampoco sentido discutir acerca de su verdad 
o falsedad, y, consiguientemente, tampoco tendría sentido concebir la ló- 
gica como una ciencia del conocimiento. Sin duda puede darso también 
ese paso y eliminar de la noción de lógica la idea de . Es posibla, 
en efecto, construir sistemas de formas sin a a la nm de verdad, 
sino sólo al respeto de ciertas reglas. También el ajedrez por ciemplo, es 
un sistema de reglas, con movimientos válidos y otros i Ens, sin que 
sus reglas tengan que interpretarse en términos de ver y falsedad. 
Asi también para la construcción misma de sistemas for cs en prin- 
cipio posible prescindir de la noción de ver dad. 

Pero con eso, como iudica el ejemplo del aj pe los sí 
perderán definitivamente la naturaleza de len guaje. Y en: 
rTesa es conseguir una noción de la lógica formal «< omo como tama 
del conocimiento, en relación con las demás ramas de o, esa solu- 
ción del problema resulta muy pobre; más que una solución es una negativa 
a tener en cuenta dicho problema, Desde un punto de vista floséfico, de 
teoría de la ciencia, es seguramente más fecundo no p1 r así del pro- 
blema, sino seguir preguntándose por la siguife Econ de las verdades for- 
males, por escasa que esa significación pueda s 

Ahora bien: toda ciencia real y todo acto ad 
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vulgar respetan las verdades formales. Los teoremas formales no componen 
una teoría de ninguna realidad concreta, pero, en cambio, toda ciencia 
de realidad concreta los respeta. 


Ha ocurrido en la historia de la ciencia que se descubrieran verdades mate- 
ríales a través de razonamientos formalmente falsos, es decir, que violaban algún 
teorema formal. Pero siempre que esto ocurre se trata de un error formal subjetivo 
del científico, no de que para demostrar la verdad material en cuestión haya que 
pasar por la falsedad formal, Antes al contrario, aquella verdad material no queda 
fundada sistemáticamente como elemento de una teoría hasta que se corrige el 
error formal. 





Asi pues, debajo de la verdad material teórica — es decir, que sea algo 
más que mer 'erdad formal. Esto per- 
mite concebir la lógica formal, el sistema de los tecremas formales, como 
una determinación de las leyes más generales del comportamiento de los 
objetos estudiados por las ciencias o teorías. Las verdades formales darían 
las condiciones mínimas puestas a los objetos del conocimiento en tanto 
que objetos del conocimiento. 

Esta interpretación de las verdades formales no es, naturalmente, un 
teorema de la lógica formal, ni nada interno al sistema formal mismo, al sis- 
tema de los teoremas formales. Es más bien una reflexión filosófica, una con- 
sideración de filosofía de la ciencia que arroja alguna luz sobre las rela- 
ciones entre la lógica formal y las ciencias reales, y también sobre las 
relaciones entre la lógica formal y la realidad, a través de las ciencias reales. 

La lógica formal tiene pues un carácter elemental y fundamental para 
las ciencias empíricas y positivas en general. Pero esto no nos autoriza a 
pretender que las verdades formales sean de un origen completamente dis- 
tinto del de los teoremas empíricos. Sin duda el carácter muy abstracto de 
las verdades formales las pone a cubierto de los frecuentes cambios que ex- 
perimentan las ciencias más próximas a lo concreto. Pero puesto que 
nunca se ha probado la existencia de una fuente del conocimiento que no 
sea la percepción, las noticias mediadas por los sentidos, hay que pensar 
que las verdades formales tienen el mismo origen remoto que cualesquiera 
otras, y no multiplicar arbitrariamente las fuentes del conocimiento. Si las 
verdades formales tuvieran otro origen que la experiencia — si fueran fruto, 
como se dice, de una capacidad de conocimiento E priori —, entonces no 
se vería por qué no han sido todas conocidas desde siempre por todos los 
hombres: no se vería por qué la lógica tiene una historia, se ha enriquecido 
en el curso del tiempo. La persistencia, cualitativamente mayor, de los 
teoremas formales respecto de la mayoría de los enunciados materiales no 
tene que ver con la cuestión de su origen, sino con la de su modo de validez, 
Los teoremas de la lógica valen, en efecto, en virtud de ciertas afirmaciones 
iniciales y unas definiciones. Por eso ninguna contraprueba empírica puede 
falsarlos, sino sólo mostrar la inadecuación de dichas afirmaciones iniciales, 
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sugiriendo así el abandono de éstas. En esa capacidad que tiene la expe- 
riencia de “sugerir” cosas acerca de las proposiciones 5 se revela 
el origen común de la lógica con cualquier otro cono: c. Y en la 
incapacidad que tiene la experiencia ce refutar cunlg ema de Cual. 
quier sistema de lógica se manifiesta el modo de validez > lar de ésta y 


distinto del empírico. 





La tendencia a confundir la efectiva validez a priori (o sea, por definiciones) 
de los teoremas lógicos con un supuesto origen q priori de los mismos es, sin 
duda, más “natural” y compatible con los prejuicios tradict dos, y puede llevar 
a considerar la lógica. como algo “sabido desde siempre” y narido así entero y de 
una vez de la cabeza del hombre. Esta tendencia se encuentra e las más grandes 
Alósofos, iucluso entre los más críticos. Ási escribía, por e+ E Zar en 1781: 
la lógica “no ha podido dar [desde ArIstóTELES] un sol so adelante, y por 
tanto o según toda verosimilitad conclusa y perfecta” + de cien años 
después la lógica formal iniciaba wa nueva fase en la cual de la lógica 
aristotélica queda reducido a un manojo de teoremas elementa 

















3. La lógica como arte o técnica. —El hecho de cue los teoremas 
formales se apliquen (aunque elemental y ' abstractamente) a a onalquier campo 
del conocimiento puede explicar el que en la historia se haya esnechido 
frecuentemente la lógica como una técnica para el € nto de la 
verdad en general. Esta concepción ha ido a unta con la idea, bá- 
sicamente más acertada, de que la lógica es una ciencia o poa Así, por 

ejemplo, Pedro Hispano mn. 1277) escribía que la lógica sales “el arte 
de las artes y la ciencia de las s ciencias”, y Tomás de Ácquino (1225-1274), 
que 1 ha entendido en el fondo la lógica como una teoría, a an 
“la lógica es el arte directivo del acto mismo de la razón 
hombre, en [dicho] acto de la razón, procede ordenad 
y sin error”. Del mismo modo que el cálculo maiemí 
también de una teoría — $6 Aplica como técnica heurist 
miento, a las ciencias empíricas, así también el cáicule 
a todas ellas, 

Esto es sin duda trivialmente verdad, pues toda teoría muy amplia 
puede suministrar a teorías más reducidas, a las que “contenga” en sen 
sentido, teoremas generales utilizables como reglas (o sea, 9 : 
técnicamente) en estas ciencias de campo más reducido. Pero da así 
se pasa a la concepción de las teorías como métodos heurísticos, lo que im- 
porta es su fecundidad. Y precisamente por ser aplienbles a wier con- 
figuración u objeto, los teoremas de la lógica formal no sur 
por sí mismos información especifica sobre nada en 

La lógica formal no es un mé! dec de Eon : 
pS Puede ayudar indirectamente a descubrir y a y A 
rica. Pero precisamente en la é época en que dominó la idea de 

“arte directiva del acto de la razón”, la Tógica formal fue mam 
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la ciencia positiva, y hasta una rémora de la misma; al menos, su teoría era 
mucho más pobre que los recursos formales efectivamente en poder de los 
científicos. Por eso su prestigio como técnica del conocimiento fue incluso 
perjudicial para la ciencia, como puede ejemplificar el razonamiento anti- 
copernicano de Melanchton (ejemplo 2a de 3). 

El hecho de que la lógica clásica haya sido estéril para la ciencia se 
debe sobre todo a dos motivos: a que se creyó erróneamente que su utilidad 
principal para la ciencia tenía que estar por el lado del descubrimiento de 
nuevas verdades a partir de las conocidas, cuando en realidad los servicios 
que la lógica formal puede prestar a las ciencias se refieren más directa- 
mente al análisis, la aclaración y la ordenación de las verdades ya cono- 
cidas; y a que el sistema de la lógica clásica era muy elemental y rudimen- 
tario, hasta el punto de carecer, por ejemplo, de un tratamiento general de 
los enunciados de relación, lo que la incapacitaba, entre otras cosas, para 
recoger adecuadamente los modos de razonamiento matemáticos. En sus- 
tancia, el sistema de la lógica clásica no recogía más que los razonamientos 
que consisten en comparar clases de cosas, como las clases de cosas que 
son árboles, vegetales, manzanos. Y estos razonamientos son tan sencillos 
que no ya el científico empírico, sino todo niño que hable discretamente 
los sabe construir sin necesidad de estudiar lógica. 

La historia de las relaciones entre la ciencia moderna (desde el si- 
glo xvi) y la lógica formal empezó con un justificado desprecio de la pri- 
mera por la segunda, pues las formas de argumentación puestas en práctica 
por los grandes investigadores de los siglos xvr-xviu eran en realidad igno- 
radas por los lógicos meclievales y clásicos. Á esa tendencia despectiva sus- 
tituyó luego, en el siglo x1x, un interés por revitalizar la lógica aplicándole 
técnicas matemáticas, Por último, durante la segunda mitad del siglo xx 
y la primera del siglo xx, los progresos del pensamiento científico, y señala- 
damente los de la ciencia que más segura parecía, la matemática, trope- 
zaron con amenazadoras contradicciones que volvieron a poner de mani- 
fiesto el interés del análisis lógico. 


APÉNDICE AL Capíruio 1 


A. Textos citados. — Pedro Hispano: Textus summaularim Petri Hispeni..., 1, 
Proem.-— Tomás de Aquino: In Anal, post., 1, dect. 1.—- Kant: Crítica de la 
Razón Pura, 2.* ed., p. VII de la paginación original. 

B, Observaciones: 

a 1; sobre la abstracción: la abstracción es un objeto de estudio de la psicología 
puesto que es una actividad mental. Por eso algunos autores, sobre todo K. KR. Pop- 
per (La lógica de la Investigación científica, trad. castellana de Víctor Sánchez 
de Zavala, Madrid 1962) no la consideran tema propio de la teoría de la ciencia. 
En el presente capítulo se ha hecho una básica referencia a la abstracción por dos 
motivos; primero, porque incluso en ese aspecto psicológico es de interés para 


, , 
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familiarizarse con la noción de lógica formal, segundo y p rue la abs- 
tracción tiene también ua aspecto relevante para la teoría ciencia y hasta 
para la lógica formal, La abstracción es un concepto propi: Eo Formal, 
por ejemplo, cuando se da (muy naturalmente) ese nombre al lógico que 
legitima la forraación de clases a partir de propiedades de 
a €: sobre terminología: puede provocar confusiones la «E : entre la 
terminología tradicional y la contemporánea (de infuencia inglesa) a propósito de 
enunciados. Como esa discrepancia parece ya imeliminable, es b - conocer las 
dos terminologías: 
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LA LÓGICA FORMAL EN LA INVESTIGACIÓN 
DE FUNDAMENTOS 


9. La cuestión de los fundamentos. —La lógica formal de la tradición 
quedó, como se ha dicho, muy pronto rebasada por los progresos de la 
ciencia moderna desde el siglo xv1. Y puesto que los discípulos de Aristó- 
teles, tanto como sus herederos más indirectos, los filósofos de otras escue- 
las que cultivaban la lógica, concebían a ésta como un instrumento — “ór- 
ganon” — del descubrimiento científico, se llegó a una situación de despres- 
tigio de la lógica formal entre los científicos positivos. 


La versión de la lógica formal aristotélica más común entre los filósofos del 
siglo xyn, la Lógica de los filósofos cartesianos Arnauld y Nicole (1662), quiere 
ser incluso un órgano de la prudencia y el sentido moral. “Los hombres”, dicen 
los autores al definir sus intereses, “no han nacido para emplear su tiempo en 
medir líneas, en examinar las relaciones de los ángulos, en considerar los diver- 
sos movimientos de la materia...; en cambio, están obligados a ser justos, equita- 
tivos, juiciosos”. Esta desnaturalización del tema de la lógica les lleva a dar reglas 
de prudencia mientras desprecian problemas formales ya conocidos de Aristóteles. 
Asi dan “algunas reglas para dirigir bien la razón en la creencia en los aconteci- 
mientos que dependen de la fe himana”, y hasta suministran una “aplicación de 
la regla anterior a la creencia en los milagros”. 


Esta situación persistió mientras el avance de las ciencias, especialmente 
de las ciencias de la naturaleza, inspiró, con sus grandes éxitos, una sólida 
confianza en lo que suele llamarse sus “fundamentos” teóricos. 

Los fundamentos de una ciencia son, por un lado, sus conceptos más 
generales, los cuales recogen e interpretan algunas observaciones o, más 
frecuentemente, contienen algunas suposiciones, en las que descansan los 
demás conceptos; y, pox otro lado, los razonamientos con que se relacionan 
los conceptos para integrar con ellos un sistema de proposiciones que ex- 
pliquen y justifiquen (fundamenten) dichos conceptos y las observaciones 
a que éstos se refieren. 
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Desde el siglo xvx hasta finales del siglo E la cie 
un camino que, tras la crítica y el abandono de los 
de la física aristotélica y medieval, pareció ser de m .comulación de 
conocimientos, aunque en realidad no faltaron en esa ruta eos cam- 
bios de nociones básicas, por ejemplo y señaladamente en el nacimiento de 
la química a finales del siglo xvuz La acumulación de éxitos disimulo, sin 
embargo, el carácter crítico y revolucionario de esos mo . 

Zero a fines del siglo x1x los científicos notaron una soris de dificultades 
en el uso teórico de algunos conceptos básicos de la ciencia, al mismo tiem- 
po que parecía. fracasar el intento de fundamentar o justificar lógicamente 
los conceptos elementales de la matemática, ten necesaria para toda la 
ciencia moderna. 
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16. La “crisis de fundamentos” de las ciencias, — Desdo la mitad del 
siglo iban vacilando, o hasta caducando, algunos conceptos que habían des- 
empeñado un papel básico en la ciencia moderna. Algunos de esos concep- 
tos eran muy vagos y generales, y habían sido introducidos en la mentali- 
dad científica por filósofos. Así, por ejemplo, la ídea de que el único factor 
del descubrimiento científico es la observación, con olvido del importante 
trabajo que realiza la imaginación al claborar hipótesis. Este principio pro- 
cedía, más que del desarrollo de la ciencia, de la interpretación del mismo 
por la Elosofía empirista, señaledamente por Francis Bac on (1561-1676). 
El principio habia sido muy útil culturalmente, para liborar la cultura mo- 
derna de la sumisión medieval a las autoridades, a los aníguos autores. 
Pero ahora ya la riqueza de datos conocidos exigía, para inte 
conceptos cada vez más complicados, abstracciones cac da vez más artifi- 
ciales, de las que no podía decirse que fueran simpl: 
vaciones. La palabra “éter”, por ejemplo, no era (en El física m 
observado, sino de un supuesto imaginado —y muy comp 
demás, pues al final hubo que atribuirle un incoherente ma 
dades — considerado necesario para explicar las observa 

Lo importante fue que hicieran crisis no sólo conceptos a] 
£lósofos, y de los que se pudiera en rigor prescindir en el sistem 
ciencia, sino también. nociones originadas en la ciencia misma. La de éter, 
que acabamos de recordar, puede servir de ejemplo, pues ella protagonizó 
un experimento que, aunque en una de sus varias rc s dio un re- 
sultado favorable a la noción, acabó por eliminarla de la ciencia, al estar 
blecer la imposibilidad de identificar algún efecto de la supuesta existencia 
de un éter. 

Al mismo tiempo que quedaban sin justificación ni esntenido determi- 
nados conceptos más O menos básicos, como el Edo éter, se a un 
cambio aún más general: junto al modo de pensar mesanicista propio de 
la física moderna en los siglos pasados, aparecían o se gencrolizaban ahora 
conceptos como el de campo, el cual tiende a p 
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como resultado de choques mecánicos entre partículas sin cualidades y en 
un espacio él mismo neutro, sivo como manifestación de cierta cualidad o 
estructura del medio en el cual se nos dan esos fenómenos; un campo 
magnético, por ejemplo, no es un espacio sin propiedades en el que todo 
fenómeno se explique por choques, sino que tiene líneas de fuerza, direc- 
ciones y sentidos, 

Nuevos conceptos, como el de campo, que se basaban en un modo de 
pensar bastante diverso del que había imperado en la ciencia hasta la 
fecha, eran adecuados para resolver nuevos problemas, pero su novedad 
alteraba, tanto como los mismos problemas sin resolver, el repertorio de las 
nociones básicas de la ciencia: en un primer momento, estas nociones, 
viejas y nuevas, se presentaban como un conjunto de ideas heterogéneas, 
En el capítulo siguiente se verá que esa “crisis” afectó también a la mate- 
mática, y, a través de ella, a la lógica. 

Aquí bastará con hacer dos observaciones: la primera es que la “crisis 
de fundamentos” no acarrea, naturalmente, la imposibilidad de seguir rea- 
lizando trabajo de investigación científica, observación, experimentación, 
generalización por hipótesis interpretativas de los hechos. En realidad, la si- 
tuación más frecuente en la historia no es la de una gran claridad de la 
ciencia sobie sus propios fundamentos. La “crisis de fundamentos” no con- 
siste en que nociones básicas hasta el momento seguras se hagan de repente 
vacilantes, sino en que en un momento dado se descubre que fundamentos 
tenidos antes por sólidos y claros no lo son ni lo eran, La misma matemá- 
tica y la mecánica ban procedido durante más de doscientos años con el 
instrumento del cálculo infinitesimal, basado en el oscuro fundamento de 
lo que se llamaba “infinitésimo” y era una noción insostenible: la de una 
“magnitud infinitamente pequeña”, o una “fluxión” imperceptible de 
una magnitud, La crítica externa de la ciencia (es decir, la verificación o 
falsación de sus resultados) y la práctica (la aplicación técnica de la ciencia) 
desempeñan, en efecto, un papel importante en el desarrollo de la inves- 
tigación, y suplen siempre, en mayor o menor medida, la falta de claridad 
sobre los fundamentos. Pero eso no quita que la necesidad de claridad so- 
bre los mismos se imponga como una condición del progreso ulterior en 
cuanto que la marcha de la ciencia la hace sentir a los científicos y a toda 
la cultura, 


11. Aspectos materiales y formales de una erisis de fundamentos, — 
La preocupación por los fundamentos de una ciencia y la reflexión sobre 
los mismos presuponen una considerable acumulación de conocimientos en 
ella, y tienen que ver con el deseo de ordenar esos conocimientos de modo 
que sea posible distinguir cuáles son las nociones básicas, Cuando es po- 
sible satisfacer ese deseo, y los conceptos y enunciados de una ciencia están 
ordenados como jerárquicamente, de modo que unos sirvan de base a 
otros, se dice que esa ciencia es una teoría, 
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Suponiendo una ciencia que realice en mayor O menor grado ese con- 
cepto o ideal de teoría, una “crisis de fundamentos” en ella , puede presentar 
dos aspectos, que en le realidad están unidos, pero que aquí enpviene dis- 
tinguir artificialmente. 

La situación crítica puede estar desencadenada por la apari 
nuevos poco compatibles con las nociones anteriormente 2 
sicas. Como los hechos nuevamente conocidos no ans 
hechos anteriormente conocidos, que eran explicados e con l 
nos fundamentales, el problema de fundamentos que ent 
consiste cu inventar nuevos conceptos básicos que den a 1 
los hechos antiguamente explicados y de los hechos r 
dos. Este aspecto de la “crisis de fundamentos”, al que 
rial, es el modelo típico (simplifcado) del progreso cu: 
es decir, del progreso en el cual algo que al principi: 
acumulación —— el descubrimiento de hechos nuevos «=— 10 
cambio en la cualidad de la ciencia, en las nociones o tig 
de la misma. 

Pero una “crisis de fundamentos” puede también presentarse en una 
ciencia, llegar a la consciencia de sus cultivadores, porno se descubra, 
reflexionando sobre ella e q oral de que cczca algún 
espectacular hecho antes ignorado, que el edificio teórico es poco sólido: 
por ejemplo, que los conceptos y enunciados supuestemente básicos son 0s- 
curos y dan lugar a absurdos o contradicciones; o que sólo aparentemente 
fundamentan otros enunciados derivados tenidos por verdaderos, m 
cue en realidad el paso de unos a otros es más sugos 
Estos son los aspectos de una “erisis de fundamento: 
“Tormales”. En la práctica han solido darse unidos a los m 
los distinguiremos de ellos por la siguiente razón: la 
de la lógica formal a las ciencias no consiste en s os 
tas para descubrir hechos nuevos o para ioventar y o senceptos bási- 
cos, sino en darles métodos para analizar sus estructuras y sus nociones y 
afirmaciones fundamentales, con objeto de precisar su cl l, SU Capaz 
cidad de fundar otras afirmaciones, etc, 

Esta es la medida en la cual la ayuda de la légica fo 
sar al científico positivo, como suministradora de proco 
los demás métodos de la investigación básica, o inve 
mentos, sirven para analizar, aclarar y ordenar los re 
gación fáctica. e autores que considerar uns Ínn 
de la lógica el presentarse en la práctica muy abstracto 
apta para analizar lados pero el hecho es que 
tiempos antiguos y medievales, se preso como 4 
tigación factual, empírica, no dio de sí ningún resul! 
brimiento, Ántes el contrario, fue a veces, como indio 
del mismo. 
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Las anteriores consideraciones nos presentan a la lógica formal como una 
rama de la investigación de fundamentos, al mismo tiempo que indican las 
limitaciones que tiene en ese campo: en el acto del descubrimiento cientí- 
fico intervienen factores psicológicos — como la imaginación —, culturales 
— las ideas dominantes en el ambiente del científico —, técnicos — los me- 
dios materiales a disposición del científico —— y económico-sociales — el es- 
tado y la organización de los medios de producción, el modo de produc- 
ción mismo —, los cuales no son, naturalmente, agotables por un análisis 
meramente formal. El análisis formal tiene su campo de aplicación ade- 
cuada en las teorías ya constituidas o en las acumulaciones de conocimien- 
tos ya conseguidos que se desee constituir en teorías, 

A continuación consideraremos brevemente dos aplicaciones muy ge- 
nerales del análisis formal a teorías factuales o empíricas. 


12. La estructura de las teorias, — Una ciencia que sea rica en cono- 
cimientos, acaso porque tenga tras de sí una larga historia, suele presentarse 
en una forma que tiene poco que ver con el modo como se ha ido adqui- 
riendo. Los conocimientos que componen una ciencia habrán empezado a 
conseguirse, en la mayoría de los casos, de un modo suelto y más o menos 
casual. Sólo cuando se acumularon notarian sus cultivadores que esos co- 
nocimientos tenían alguna homogeneidad por su tema (comparados con 
otros), y que algunos de ellos eran más básicos que otros y los fundamen- 
taban, El análisis lógico de los conceptos y los enunciados puede inter- 
venir entonces para aclarar las relaciones de fundamentación y derivación 
entre unos y otros, 

Por regla general, la construcción teórica de las ciencias susceptibles de 
ello no ha sido obra de lógicos especializados, sino de los cientificos mismos 
en función de lógicos, y el análisis ya propio de especialistas se aplica des- 
pués, cuando se sorprenden dificultades u oscuridades o rarezas en las 
teorías, 


Ejemplo de ambas cosas puede ser la geometría euclídea. Ésta es la primera 
teoría, en el sentido dicho, que ha existido en nuestra cultura, y no ha sido obra 
de ningún lógico discípulo de Aristóteles o de las otras escuelas lógicas antiguas, 
sino de geómetras. Por otra parte, esa teoría ha suscitado un análisis propiamente 
formal, el cual se proponía saber si un determinado postulado de los que enca- 
bezan la teoría era imprescindible o no. 


En estos casos, el análisis lógico se propone unos objetivos que podrían 
esquematizarse así: 


1.* Identificar las nociones fundamentales de la teoría analizada. Á veces 
se les llama “nociones primitivas”, porque de ellas no se da explica- 
ción en la teoría, sino que se ponen en ella al principio de cualquier 
explicación. Aristóteles decía que “no todo conocimiento es demos- 
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trativo”, pues la demostración tiene que 
con lo cual se empieza no puede basarse A Aná 
tampoco se puede aclarar to odo concepto por cito e oncepto; “algunos 
deben tomarse como primitivos, 

2." Precisar cómo se aclaran por las nociones prntives las demás nocio- 
nes de una teoría, o, lo que es lo mismo, cómo $e i 
tituyen” (KR. Carnap) las segundas con las primoras. 

3." Identificar los enunciados primitivos de la teoría. Estos son los que 
se renuncia a fundamentar en la teoría y se toman como dados para 
fundamentar los demás. 

4.7 Precisar cómo se derivan en la teoría unos enunciados a partir de 
otros y, en última instancia, de los primitivos. 











En cada una de esas investigaciones el análisis puedo tener resultados 
críticos. Por ejemplo, a propósito del punto 17 el apál puede mostrar 
que los conceptos primitivos de la teoría estudiada son guos, o imst- 
ficientes, o innecesariamente ¿bandas A propósito de los puntos 3.0 y 4,0 
puede mostrar que los enunciados primitivos, o los modos de derivación a 
partir de ellos, son tan laxos que posibilitan la derivación de falsedades, 
o, por el contrario, que no bastan para derivar algún enunciado intere- 
sante que, por otras informaciones, se sabe verdadero O. 









ormal de una teoría. — Útra aplicación del 
as científicas consiste en precisar lo que 
i n el objeto de 
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Esta utilidad del análisis lógico Ba sido poco estudiada. El polaca A, Grzegor- 
czyk le ha dedicado recientemente le atención. Lo que sigue es un resumen de 
su método. 


Una teoría suele compartir su objeto material con otra u otras, El aná- 
lisis lógico de la teoría en cuestión puede proponerse, entre otras cosas, 
una vez dado el conjunto M, de objetos materiales individusles sobre los 
que versa esa teoría, precisar cuáles son las relaciones, Es Bac. as 2.0 
que esa teoría considera entre los m siembros de My tamb uede el aná- 
lisis lógico precisar las funciones, fa Fa... Je definidas - para los miem- 
bros de M, que forma y estudia la teoría considerada. El sistema formado 
por ese conjunto AM, las relaciones y las funciones, 








(BL, Ea Ba, so 2, Br no. h, fa, ro. Pos 0.0) 2 


puede considerarse como una explicación de la expresión 'ohioto formal de 
la teoría considerada”, aclaración de expresiones As, como 
“punto de vista” o “abstracción básica”. 
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14. La utilidad heurística de la investigación de fundamentos. — La 
investigación de fundamentos en general, y aún más en sus aspectos que 
hemos llamado “formales”, y que son los únicos en que la lógica resulta útil, 
puede parecer un trabajo bastante bizantino, que no busca más que la ele- 
gancia o, a lo sumo, la perfección de las teorías, de lo ya sabido. 

Esto es en parte verdad, Pero ese trabajo de reflexión sobre lo ya sabido 
resulta necesario el día en que la inseguridad o la oscuridad sobre lo ya 
sabido ponen en peligro el ulterior progreso de la ciencia. Pues para seguir 
adelante es conveniente tener en lo posible suelo sólido bajo los pies, o 
bien un claro conocimiento de cuáles son los puntos en que el terreno 
cede O se interrumpe. 

Por aquí se encuentra la indirecta utilidad heurística de la investiga- 
ción de fundamentos en general y del análisis lógico en particular. Des- 
cubrir los puntos oscuros, vacilantes o infundados, del cuerpo del saber 
poseído, o descubrir huecos en él, no es, desde luego, descubrir hechos de 
la realidad exterior, pero sí sirve para orientar al investigador hacia las re- 
giones de su ciencia en las que más urge su trabajo. De este modo indirecto, 
y no mediante la ilusoria producción de razonamientos descubridores de 
hechos, colabora la lógica, como instrumento de análisis, en la obtención 
de conocimientos positivos, 


El] citado ejemplo de la geometría euclídea ilustra esta utilidad heurística indi- 
recta del análisis formal. Pues la crítica búsqueda de si todos los postulados de la 
geometría cuclídea eran o no imprescindibles, sugirió la construcción de las geo- 
metrías no-euclidianas, geometrias cn las que se altera el postulado cuya impres- 
cindibilidad so discutia; y esas geometrías han resultado luego útiles para la inter- 
pretación de datos factuales de las ciencias de la naturaleza. 


La lógica ofrece al científico positivo ese instrumental crítico analítico 
de dos modos: 

Primero, presentándose ella misma como teoría, como sistema, dando 
así un modelo general (aunque muy idealizado) de lo que es una teoría 
científica, y suministrando al mismo tiempo un repertorio de verdades for- 
males respetadas en toda ciencia. 

Segundo, utilizando esas verdades formales como técnicas de análisis 
de las teorías positivas, 

Las partes segunda y tercera de este manual ofrecen una presentación 
de la lógica como teoría. La parte cuarta se ocupa del análisis formal de 
algunos modos de razonar y de construir conceptos que son frecuentes en 
las ciencias reales. En los dos capítulos restantes de esta primera parte se 
consideran algunas cuestiones referentes a cómo la “crisis de fundamentos” 
afectó a la lógica, a través de la matemática, y a cómo la lógica se constituyó 
finalmente en teoría, en el sentido en que esta palabra se ha usado en el 
presente capítulo, 
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15. Las paradojas de la teoría de conjuntos. — Las necesidades de 
la matemática han contribuido considerablemente al nacimiento de la lógica 
formal contemporánea, orientando hacia ésta numerosos esfuerzos de los 
matemáticos. Es corriente distinguir dos etapas sucesivas en esas aportacio- 
nes de los matemáticos. En la primera de ellas, se tiende a enriquecer a la 
lógica formal'con nociones y modos de análisis y razonamiento de los que 
carecía, y que son en cambio necesarios en las matemáticas; también se 
desea aplicar a la lógica los procedimientos de simbolización, de construe- 
ción artificial del lenguaje, que eran familiares en matemáticas y en otras 
ciencias, como la química. Esta etapa, que tenía un importante precursor 
en G. Leibniz (1646-1716), está representada por la obra de €. Boole (1815- 
1864) y E. Schróder (1841-1902), 

La segunda etapa, cuyos principales representantes son G. Frege (1848- 
1925) y B. Russell (n. 1872), se sitúa a fines del siglo x1x y principios del xx. 
La tendencia que domina en ella es aparentemente opuesta a la recién 
descrita, pues consiste en reducir la matemática elemental (la aritmética) a 
la lógica. El motivo de este deseo era la creciente sensibilidad de los mate- 
máticos a la oscuridad o vaguedad de algunas nociones fundamentales de 
su ciencia. La citada noción de infinitésimo, por ejemplo, que había sido 
básica en el cálculo infinitesimal, iba siendo abandonada. Los conceptos 
de los diversos tipos de “números” iban aclarándose por reducción al de 
número natural. La frase de Kronecker según la cual sólo los números natu- 
rales ban sido creados por el Buen Dios, mientras que todos los demás son 
sólo útiles artificios construidos por el hombre a partir de aquéllos, ejempli- 
fica la tendencia de los matemáticos a reducir las nociones menos intuitivas 
y más complicadas de su ciencia a las más elementales, con objeto de con- 
seguir claridad de fundamentación para las teorías de la matemática supe- 
rior. Existía en general la aspiración a aritmetizar el análisis matemático, 
es decir, a fundar la mayor parte posible del mismo en las nociones clemen- 
tales de la teoría de los números naturales. 


EL IDEAL DEL LENGUAJE BIEN HECHO 39 





En realidad, la tendencia característica de la segunda 
opuesta a la de la primera como puede parecer. En pr 
dela primera la idea de que la lógica debe servi 1se de un lenguajo artifi- 
cial, simbólico y preciso, como el introducido en matemáticas por Viéte y 
los algebristas a partir del siglo xv. Además, para xe : su programa 
de reducción de la matemática a la lógica, esta a tendencia tenía 
también que empezar por ampliar el repertorio de las as lógicas. De no 
hacerlo así, la reducción sería de todo punte imposible. 

Pero el logicismo de Frege y Russell presentaba una tr 
dad; el deseo de fundamentos firmes, claros y seguros para 
que se había orientado ya a la aritmetización del análisis, se pr 
ellos en una búsqueda de los fundamentos lógicos de la sr 
La idea básica de Frege y Russell es que la aritmética es ¿dén 
parte de la lógica. 

El matemático €. Cantor (1845-1918) había emprendido ya ese camino 
con su teoría de conjuntos, una de cuyas tareas principales es suministrar 
a la aritmética el concepto de número (cardinal). Un conjunto es según 
Cantor una colección de objetos cualesquiera, físicos o mentales, Los abjetos 
se llaman “elementos” o “miembros del conjunto, y se dice quo pertenecen 
a él Un subconjunto es, en cambio, una parte de un eonjunto, y se dice 


no era tan 


conservaba 
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¿O, 
que está incluido en él, Dos conjuntos son equivalentes cuando puede esta- 
blecerse entre sus miembros una correlación biuntvoca, o, orma también 
se dice, cuando som coordinabies; cuando comparados el uno con el otro 
puede hacerse corresponder a cada miembro de uno de ellos un miembro, 
y sólo uno, dei otro. 

Esos conceptos iniciales de la teoria de Cantor son sonerptos lógicos 
que no trataba la matemática tradicional; el de conjunt epto lógico 
de extensión de un término; la extensión de un término es la colección de los 
objetos a los que es aplicable (de los que es predicable) esa ñas 
tras que la comprensión o intensión de un férmino es su sí 

“concepto” o contenido de la representación mental que sus . El con- 
cepto de pertenencia de miembro a conjunto corresponde al de predica- 
Hua en conjunta 


bilidad del predicado al sujeto; el de inclusión de sube 
4 y el concepto 
ión de número, 
















corresponde a la relación lógica entre la parte y el to 
de equivalencia de conjuntos está construido sin usar la y: 
sino sólo la noción lógica de correlación. 

Con esos conceptos lógicos Cantor define la noc ae de uí 
de un conjunto: número cardinal de un conjunto € ia Prop 
conjunto tiene en común con todos los col funtos qu le 
y con ellos sólo. Así la noción fundamental de 1 i 
vez iundamentada en la lógica. 

Uno de los hechos más importantes de la historia de 
ha sido que el propio Cantor, y otros autores antes y e 
cubrieron que en esa teorí 12, apar ontemente tan sene illa 













cis moderna 
de él, des- 
a funda- 
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mentar la matemática con conceptos lógicos, era posible construir centradic- 
ciones o paradojas. 


La paradoja referente a los números cardinales se basa en un teorema ele- 
mental, llamado teorema de Cantor”. Este teorema dice que el número cardinal 
del conjunto potencia, CpS, de un conjunto cualquiera, S, es mayor que el nú- 
mero cardinal de S. (Conjunto potencia, Cp8, de un conjunto cualquiera, $, es el 
conjunto de todos los subconjuntos de S, incluído el propio $ — como subconjunto 
impropio — y el conjunto vacío, que es el que no tiene ningún miembro.) Cantor 
demuestra ese teorema por reducción al absurdo, Pero partiendo de él se puede 
construir la siguiente contradicción o paradoja (mo introducimos, como sería ne- 
cesario, una notación especial para los números cardinales de los conjuntos, sino 
que los nombramos por los nombres de sus conjuntos): 

Sea T el conjunto de todos los conjuntos. Por el teorema de Cantor, el con- 
junto potencia de T, CpT, tiene un número cardinal mayor que el de T: 


(1) CpT >T. 


Pero CpT es un conjunto (a saber: el conjunto potencia de 7). Por tanto, tiene que 
ser un subconjunto de T, pues T es el conjunto de todos los conjuntos. Eso quiere 
decir que todos los miembros de CpT son miembros de T; 


(2) CpTET — (< y no '<' porque CpT podría ser, en esta versión 
muy simplificada, un subconjunto impropio de 7). 


(1) y (2) juntos componen la paradoja de Cantor sobre los números cardinales, 


La tesis logicista consistía en afirmar que la aritmética es una parte de 
la lógica, Entonces las paradojas que aparecían en la fundamentación de la 
aritmética por la teoría de conjuntos tenían que ser, en última instancia, 
de naturaleza lógica, Esto exigía una revisión de la lógica misma, una inves- 
tigación de los fundamentos de la lógica. Esta investigación produjo pronto 
una obra que en seguida fue un clásico: los Principia Mathematica (1910- 


1913) de B. Russell y A. N. Whitehead (1861-1947). 


Algunos autores contrarios al logicismo estimaron que las paradojas de la 
teoría de conjuntos no eran lógicas, sino estrictamente matemáticas, debidas a un 
uso incorrecto de la noción de infinito. Asi por ejemplo, la paradoja de los números 
cardinales se debería a que se usa un conjunto infinito — el conjunto de todos los 
conjuntos —— como si existiera ya hecho y completo, como infinito actual, según 
se dice, siendo así que el infinito no puede ser nunca dado como dato actual. 
Pero Russell y otros autores descubrieron pronto paradojas de las que no podía 
decirse que implicaran la idea de infívito. Un ejemplo de ellas es la paradoja de 
los adjetivos heterólogos, de Grelling: lamemos heterólogo' al adjetivo calificativo 
que no puede calificarse a si mismo. Por ejemplo, el adjetivo “castellano” no es 
heterólogo, pues puede calificarse a sí mismo: en efecto, el adjetivo “castellano” 
es castellano. En cambio, 'monosilábico” es heterólogo, pues “monosilábico” no es 
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monosilábico. ¿Qué es el adjetivo “heterólogo'P ¿Es heterólogo o no lo es? Si es he- 


terólogo, no se calificará a si mismo, Por tanto: 
si heterólogo” es heterólogo no es heterólogo 
Pero si no es heterólogo se calificará a sí mismo. Por tanto: 


8] 151 
E 


si heterólogo” no es heterólogo es heterólego 






Paradojas como la de Grelling mostraban que la crisis de Eiidamentos afec- 
taba también a la lógica. La paradoja de Grelliog puede entendorso, en efecto, 
como una paradoja de la predicación, de la atribución de un predicado a un 
sujeto, lo cual es un tema elásico de la lógica. 


LE 





.— Las paradojas parecian indicar que 


36. Lenguajes mal hoch 
el lenguaje científico — entendiendo por lenguaje el discurso, la discursi- 
vidad, la posibilidad de organizar y desamolla ar artienlad s ideas — 
era tan imperfecto desde el punto de vista lógico como lo 
o históricos, como el lenguaje común. Una imperfección ón 
algún punto de vista determinado; el que aquí interesa es e 
y la regularidad sin excepciones. 

En los lenguajes vivos, en castellano por ejemplo (aten 







creción al lenguaje escrito), hay frecuentemente más de un Símbolo para 
realizar un solo oficio gramatical, con diversos matices psicolós gicos que no 
interesan desde el punto de vista lógico. Por ejemplo, la afirmación simul» 
tánea de dos enunciados puede expresarse por la coniunción “y, pero tam- 


; 
exsativa 


etc, Asi ocurre 
al conseenente 

$ - nombres 
ra nombrar un mismo 


co 
bién por una coma, o un punto . coma, o una 1ay 
con otras varias relaciones, como la del anteceden 
(apódosis) en las oraciones condicionales, ete, Por : 
son sinónimos, o sea, varios simbolos pueden servir 
objeto. 

A la inversa, un sólo símbolo puede desempeñar en el len guaje común 
varios oficios. Un mismo nombre puede aplicarse por anoingía a varios 
objetos, y hasta partículas de enlace, como las conjunciones, pueden tener 
más de un sentido. Así por ejemplo, la disyunción 'o' ej en castellano 
dos oficios disyuntivos, uno excluyente y otro no-exclayente, cada uno de 
los cuales contaba en latín con símbolos propios (aut : el excluyente, 
“vel”, “sive”, “seu' para el no-excluyente). 

Por otra parte, incluso cuando no s6 presentan esas mm 
inspirándenos en Aristóteles, podemos llamar, respecti 
y “homonimia” — los nombres comunes o términos 
étnicos están generalmente poco determinados en 

Por último, los lenguajos éticos no tienen 
y combinación de enunciados, no tienen una sinta 
riores ds ésta se su vole por a AOS o co 
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Asi, cuando se decia en los manuales de gramática que una oración (un 
enunciado) es la expresión de un pensamiento completo, se hacía una apela- 
ción al sentido común del lector, el cual debía saber precientificamente, 
por su uso del lenguaje, qué cosa merece el nombre de “pensamiento com- 
pleto”. Pero las gramáticas de los lenguajes étnicos no dan por sí mismas, 
sin apelación al sentido común, criterios técnicos suficientes de lo que es 
una oración bien hecha. Sus criterios técnicos — por ejemplo, la estruc- 
tura Sujeto-Predicado — no bastan para condenar pseudooraciones como 
la siguiente, parecida a otros ejemplos construidos por Russell; 


cenicero ojea lenidad y estroncio bebe. 


Esa serie de palabras es en efecto irreprochable desde el punto de 
vista de aquel criterio: cada “oración” tiene su sujeto y su predicado, Para 
condenar como sin-sentido, como mal hecha, esa sarta de palabras, hay que 
apelar no a la gramática, sino al sentido común. 

La filosofía conoce desde antiguo numerosas paradojas o aporías (“calle- 
jones sin salida”) debidas a todas esas cansas de imprecisión. La del montón 
de trigo, por ejemplo, se basa en la indeterminación extensional de los abs- 
tractos: si van cayendo granos de trigo uno a uno en el mismo sitio, ¿cuándo 
hay un montón, dado que la diferencia en un grano más o menos es itrele- 
vante? O la aporía del calvo: si un hombre pierde los cabellos uno a uno 
¿cuándo puede decirse que es calvo? Si el abstracto “calvo” estuviera defi- 
nido con precisión —por ejemplo, definiendo el conjunto de los calvos 
como formado por todos y sólo Jos hombres que no tienen ningún cabello en 
el exterior del cráneo —, la aporía no podría presentarse. Lo que muestra 
que es la indeterminación del abstracto la raíz de esta aporía. 

Otras aporías o paradojas antiguas se referían al uso de conceptos ya 
más teóricos, como los de espacio, tiempo y movimiento. Estas aporias, que 
han sido muy importantes en la historia de la filosofía, interesan menos a 
nuestro tema. 

En cambio, también en la filosofía griega, y probablemente en el seno 
de una escuela filosófica que cultivó profundamente la lógica —la escuela 
de Megara —, se formuló una paradoja muy célebre que afecta al tema 
mismo de la lógica; la verdad o falsedad de enunciados. La estudiaremos 
a continuación. 


17. La paradoja de Epiménides, — La literatura llamada “doxográfica”, 
que recoge las tradiciones sobre dichos y opiniones de los antiguos filósofos, 
tradiciones aún vivas a finales de la Antigiiedad, conservó esta paradoja, 
también llamada “del embustero”, que se atribuyó al antiguo pensador 
cretense o a veces incluido entre los siete sabios. Como se ha 
indicado, la paradoja parece proceder de la escuela de Megara y del 
siglo 1y a2.n.e. El texto más completo ha sido transmitido por el apóstol 
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Pablo, el cual, bablando de los crotenses, escribe; “Bien dijo uno de ellos, 
su propio profeta: los cretenses, siempre embusteros, bestias malas y glo- 


tones.” 





La paradoja está contenida en il inco primeras palabras de la frase 
atribuida a Epiménides: éste, que es cretense, dice que ftodos] los creten- 
ses mienten siempre. ¿Es verdad lo que dice Epimé ? cts es verdad, 





En 


como Epiménides es cretense, tiene que mentir siempre; luego lo que dice 
os falso, La paradoja de Epiménides se estudia mejor en una versión sim- 
plificada que le ha dado el lógico e historiador de la lógica Jan Lukasiewicz 
(1878-1956). Sea el enunciado 


4 
iS 


oste enunciado es falso. 


+ se = 


Llamémosle “p”. Si es falso, la verdad es le negación de lo que dice. Por 
tanto: 


Si y” es falso, “py” es verdadero 
Si es verdadero, Ja verdad será lo que dice. Por tanto: 


si p" es verdadero, “p" es falso, 





Esta antigua parado; a ha sido muy recordada y e a en los años 
en que 56 construyó la moderna lógica simbólica, porq ue > resultaba tener 


e 





un parecido de familia con algunas paradojas recié Tomando, 
por ejemplo, la paradoja de Srelling antes citad que la de 
Epiménides tiene en comán con ella una cierta el que un 


adjetivo sea o no heterólogo es algo que tiene que ver con una relación 
del adjetivo consigo mismo; y el enuiciado y es un enunciado que afirma 
cos no hay 
ninguna regla que prohíba construir formaciones eo en ese tipo de reflexi- 
vidad que parece estar en la base de paradojas como la de Ep viménidos o la 
de Grelling. Por eso una de las soluciones clásicas al problema de las para- 
dojas consiste en introducir una regla que prohíba | la £ ión de enun- 
ciados y la construcción de nociones con esa clase de redexividad, 

















Cervantes presenta en el O Quiz fe un acertijo basado también en una rellexividad 
pero de naturaleza empírica 

“Un caudaloso rio divid in los términos de va mismo 3 
atento, porque el caso es de impo ostancia y algo fomi £ 
este río estaba una puente, y al cabo della una horea, y 1 


diencia, en la cual de ordiaria he abía cuatro luezes que E 










(y esté v.m, 
es que sobre 
no casa de Án- 
: da ley que 





a 
puso el dueño del río, de la puente y del señoric, que era en esta forma; Si alguno 
passare por esta puente de una parte a otra, ha de Pirar y 
va, y si jurare verdad, déxenle passar, y si dixere mentira, 


24 


a dénde y a qué 
a por ello ahor- 
Y 


a esta ley, y la 
an se echaua 


o 
a 
o 





” algara, 


cado en la horca que allí se muestra, sin remis 
rigurosa condición delle, passabar muchos, y luego ea lo que $ 
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de ver que dezian verdad, y los juezes lo dexauan passar libremente. Sucedió 
pues que tomaudo juramento a vn hombre, juró y dixo, que para el juramento 
que hazía, que yua a morir en aquella horca que allí estaua, y no a otra cosa, 
Repararon los luezes en el juramento y dixeron: Si a este hombre le dexamos 
passar libremente, mintió en su juramento, y conforme a la ley deue morir, y si 
le ahorcamos, el juró que yua a morir en la horca, y aviendo jurado verdad, por la 
misma ley deue de ser libre. Pídese a vuessa merced, señor Cobemador, qué 
haran los luezes de tal hombre...” 


La importancia de las paradojas quedaba clara por el hecho de presen- 
tarse en lenguajes de gran exactitud, como son el lenguaje matemático 
abstracto de Cantor, o la “escritura conceptual” de Frege, un simbolismo 
para la lógica inspirado en el de la matemática. Pero, recíprocamente, las 
paradojas iban a su vez a intensificar el interés por los lenguajes exactos y 
artificiales de ese género, precisamente porque estos lenguajes permitían 
un estudio más preciso de las paradojas. 

Todo esto motivaba suficientemente el deseo de introducir en la inves- 
tigación de fundamentos, y señaladamente en la lógica, el uso de lenguajes 
artificiales, 


18. Lenguajes *bien hechos”. Cálculos formales y lenguajes forma- 
lizados. Metalenguaje. — El que las paradojas aparecieran también en 
estudios lógicos que utilizaban el simbolismo artificial de inspiración mate- 
mática mostraba que el simbolismo no es lo esencial para conseguir un len- 
guaje coherente o consistente (sin contradicciones). Un buen simbolismo 
puede ser útil para superar algunas deficiencias lógicas del lenguaje 
común. Por ejemplo, atribuyendo un simbolo, y sólo uno, a cada objeto o 
función del campo considerado en cada caso, del universo del discurso 
de cada caso, se evitan la sinonimia y la homonimia. Pero no se evitan 
ni la vaguedad de la noción de enunciado ni las paradojas. Para evitar 
también éstas hace talta algo más que un conjunto de símbolos univocos; 
hace falta una gramática. Todo tiene que ser artificial, no sólo el vocabu- 
lario, si se quiere tener un lenguaje “bien hecho” desde el punto de 
vista lógico, que no permita vaguedades en las formas ni contradicciones 
en el discurso, en el uso y la combinación de las formas, 

Esta idea tenía ya su historia. El filósofo Condillac (1715-1780) había 
sostenido que una ciencia es un lenguaje bien hecho. Pero en el ideal del 
lenguaje bien hecho confluía además otra tradición lógico-filosófica más 
antigua, a la que puede llamarse “tradición algorítmica”. Los principales 
representantes de esta tradición son Ramon Lull (1235-1315) y, posterior- 
mente, Leibniz. El ideal algorítmico aspira a reducir el razonamiento a 
cálculo, El cálculo de Lull (Ars Magna) consistía en unas combinaciones de 
simbolos (que representan nociones morales y teológicas) con ayuda en 
algunos casos de ciertas figuras geométricas superponibles y móviles, 





UAJE BEN HECHO ás 





Leibniz, que, como más moderno, prefería un cálenlo exit 
unive ersalis), ha expresado muy claramente la naturaleza de la concepción 
algorítmica del razonamiento y de la lógica: Leibniz quiera proceder en 
lógica “al modo como calculamos en álgebra”, porque “el Snico modo de 
enderezar nuestros razonamientos consiste en hacerlos tan sencillos como 
lo son los de los matemáticos, de modo que se pueda hallar el propio error 
a simple vista y que, cuando haya discusiones entre las personas, se pueda 
decir sencillamente: contemos, sin más ceremonia, 4 ver quién tiene 
razón,..” 

El punto de vista algorítmico es también una versión de la idea de len- 
guaje bien hecho, pero más ambiciosa que la considerada hasta ahora. 
Su principal caracteristica consiste en lo siguiente: on un có lo o algo- 
ritmo es posible realizar operaciones sin saber qué significar los símbolos, 
Aáigunas letras que se usan en muchas demostracior nes máticas no 
significan en ellas nada concr eto. Ésta es la diferen : visible entre 
un cálculo y un lenguaje, por bien hecho que éste esté: que para 

























: merecer 
el nombre de lenguaje” un sistema de simbolos tiene que ser tal que sus 
formaciones signifiquen algo; mientras que un cálculo no está tan directa- 
mente vinculado a signiÉcar. 

Se vio en el capítulo 1 que los esquemas formales por los que se inte- 
resa la lógica presentan también, como los cálculos, elementos sin significa- 
ción concreta, Por eso era natural que el ideal alg introdujera 
en lógica, acompañado y ayudado por la ais osturbre de trabajar en 
esta disciplina con simbolismos parecidos ñ igoritmnos mate- 


máticos, 












Puede observarse que la introducción de la idea de cálculo en lógica hace que 
ésta rebase el enfoque livgilistico. Un cálculo, como se ha Y . no es un len» 
guaje, pues sus formaciones no significan directamente, U la sólo es un 
lenguaje cuando está interpretado, atribuyéndole signi5 cs. Cuanda no lo 
esta, las operaciones que se realizan o pueden realizarse con sus símbolos deben 
compararse más con los movimientos de un juego, como el n o las damas, 
que con las composiciones de palabras y oraciones en un le 

















guaje. — Por eso hay 
antores que conciben una teoría general de los cálculos o sistemas formales 
(E. B, Curry) como idéntica con la lógica, o como fundamento de la lógica. — En 
este libro se conservará el enfoque lingiístico, según una concrpeión que se ex- 
plicitará más adelante, 








Las dos tradiciones del lenguaje bien hecho se n actualmente 
en la distinción entre cálculos formales y lenguajes 
Un cálculo formai (o sistema formal) es un sis 


siguiente: 















1 Un conjunto de símbolos elementales, análogos d inos o pala- 
bras de un lenguaje, o de las fichas de un juego ese conjunto 
está definido efectivamente, es decir, de tal modo que ante un símbolo 
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cualquiera, siempre es posible decidir si ose símbolo pertenece o no al 
vocabulario del cálculo, A causa de la influencia ejercida por la mate- 
mática en la lógica, muchos de esos símbolos son familiares desde la 
matemática de la enseñawza media, Así por ejemplo: 

para indicar individuos cualesquiera suelen utilizarse en lógica 

las últimas minúsculas del abecedario latino, como “4, “o, “y, 

cl “w, E; 

para indicar propiedades cualesquiera suelen usarse mayúsculas 

latinas, como P, Q, RS; 

para indicar conjuntos cualesquiera (clases) de individuos, suelen 

usarse minúsculas griegas, como “a, Bl, “y, 
Menos inspirados en la matemática están otros signos que iremos intro- 
ducicudo a medida que los necesitemos. 

A continuación de la lista de los símbolos elementales o primitivos 
suele indicarse en la exposición de un cálculo el procedimiento por el 
cual se introducirán nuevos simbolos a partir de los primitivos, Teórica- 
mente, esto no es necesario, pues se podría siempre operar con los sím- 
bolos primitivos. Pero en la práctica el expediente de la definición es 
imprescindible, Las definiciones de un cálculo no suelen dar explícita- 
mente nociones, significaciones, sino que son meras autorizaciones para 
usar unos símbolos en vez de otros que la definición declara equivalen- 
tes a los primeros. Por eso las definiciones suelen expresarse mediante 
un símbolo de equivalencia. Aquí usaremos “<»>af, colocado entre el 
nombre del simbolo o la expresión que se desea introducir (definiendum, 
situado a la izquierda de “+Sgf) y el del simbolo o la expresión ya cono- 
cidos a los que sustituyen (definiens, situado a la derecha de “e>»gf, 
He aquí un ejemplo (cfr. 15): 


CpTET <a “CpF<T, o Cp =T. 


Un conjunto de reglas, llamadas “de formación”, que indican cómo 
pueden combinarse los símbolos elementales en formaciones compues- 
tas; el análogo de estas reglas en un lenguaje es la definición de oración; 
en un juego de damas, las reglas sobre las posiciones que pueden ocupar 
las fichas, El conjunto de las reglas de formación tiene que ser tal que 
el concepto de enunciado, o fórmula, o esquema, sea también efectivo, 
de modo que se pueda decidir siempre si una determinada combina- 
ción de símbolos elementales está o no permitida en el cálculo. 
Un conjunto de reglas, llamadas “de transformación”, que indican cómo 
puede pasarse de una combinación de símbolos elementales a otra, 
de un enunciado, fórmula o esquema a otros, lo que equivale a transfor- 
mar la primera; lo análogo a estas reglas en un lenguaje son los princi- 
pios sintácticos de la composición de oraciones, composición que expresa 
el razonamiento; y en un juego de damas son las reglas sobre el movi- 
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miento de las fichas. Este conjunto de reglas tiene que ia que el 

concepto de transformación sea también efectivo, de modo que se 

pueda decidir siempre si una determinada transformac está á 0 no per- 
mitida en el cálculo. 

La construcción de un cálculo se hace en esos tres pasos sin atender 
a nada ajeno al cálculo, a significaciones ni aplicaciones del mismo. Pero 
normalmente un cálculo se construye para alguna aplicación o algunas 
aplicaciones, por lo menos a los conceptos lógicos de enunciado, predicado, 
sujeto, etc. Por eso, una vez hecho el cálculo, interesa estrbiccor de una 
manera general cómo se comportará en su funcionamiento y aplicación. 
Esto se establece estudiando el cálculo desde el punto de vista de tres 
propiedades que, en diversos grados, es deseable que tenga, Esas tres 
propiedades son la consistencia, la completud y la decidibilidad, 

Un cálculo es censistente cuando es imposible ( demostrar en él una 
contradicción, es decir, un enunciado y su negación. 

Un cálculo es completo cuando se pueden demostrar en él como teo- 
remas todos los enunciados formalmente verdaderos construiiles con sus 
simbolos. También puede decirse, desde el punto de vista de la aplicación: 
cuando, aplicado a los principios o axiomas de la teoria para la cual ha 
sido construido, produce como teoreras todas las verdades de esta teoría, 

Un cálculo es decidible cuando es siempre posible estahicecr, en un 
número finito de pasos normados, si una de terminada fórmula pertene- 
ciente a su lenguaje es o no es un teorema de dicho cálenio, (Usamos 
pues “decidibilidad” en el sentido de “efectividad de la noción de teorema”.) 

La consistencia es en general una propiedad noc 
haya que renunciar a su demostración). En general : 
cálculo que sea inconsistente, pues al oa ab 
su negación, lo demuestra todo: todo enunciado E 

cálculo, el cual, por tanto, no distingue entre verdas 

La completud y la decidibilidad son menos necosaz Son más bien 
concretizaciones del ideal algorítmico del lenguaje “bien hocho”, Completud 
y decidibilidad se diferencian en lo siguiente: cuando un celGnlo es 
completo, sus reglas permiten obtener todos los enunciados verdaderos 
de su universo del discurso, Pero, dado un enunciado, no 3e sabrá sí es 
un teorema hasta que se cousiga construir una demostración del mismo 
con las reglas de transformación del cálculo. Si no se en a esa demos- 
















3 


















: Ads 















no estamos seguros de que la demostración no oxista, 
cálculo es decidible, cuenta con un procedimiento e 
cualquier enunciado y aunque no sc le tenga aún const 
de transformación, sí ese enunciado es un teorema o no 
ante cualquier enunciado sea capaz de demostrar ese í 
gación es pues un cálculo decidible. Por eso admitiremo 
decidible es completo, pero no todo cálculo completo e 
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Las nociones de consistencia, completud y decidibilidad han quedado ex- 
puestas de un modo intuítivo. Pero se pueden dar varias formulaciones técnicas 
de ellas, desde los puntos de vista sintáctico y semántico que se consideran en 19, 


Un lenguaje formalizado es un cálculo interpretado. Es lenguaje porque 
la interpretación le hace significativo. Es formalizado porque tiene en 
todo lo demás la estructura exacta efectiva del cálculo. En un lenguaje 
formalizado una operación se justifica, coro en el cálculo, mostrando efec- 
tivamente que hay una regla que la justifica, y no, como en el lenguaje 
étnico, apelando al sentido común para que aprecie que la operación tiene 
un sentido aceptable, “Formalizar' significa precisamente dar esa estructu- 
ra exacta y efectiva. Simbolizar es en cambio sólo dar símbolos, cosa que 
puede hacerse también con un lenguaje no exacto. Pero la formalización 
es mucho más cómoda de realizar si va acompañada de simbolización. 

Un principio fundamental del método con el que se construyen tanto 
los cálculos cuanto los lenguajes formalízedos consiste en distinguir cuida- 
dosamente entre los símbolos y formaciones del cálculo o lenguaje forma- 
lizado y el lenguaje en el cual se habla de ellos. Así pueden evitarse 
paradojas como la de Epiménides. La afirmación de la verdad o falsedad 
de formaciones del cálculo o lenguaje formalizado debe hacerse en otro 
lenguaje — llamado frecuentemente 'metalenguaje” del primero, que es 
el lenguaje-objeto, o lenguaje de grado cero. 

Con todos esos elementos, el ideal del lenguaje bien hecho se presentaba, 
señaladamente en la obra del matemático y lógico David Hilbert (1862- 
1943), en la forma más ambiciosa que había tenido hasta entonces en 
la historia de Jas ciencias formales: se trataba de construir la lógica y la 
matemática fundamental como cálculos, como sistemas de símbolos sin 
significación determinada, sino según las necesidades de cada caso (incluso 
para sillas o fieltros de cerveza, decía Hilbert), y dotado de reglas de for- 
mación y de transformación suficientes, 

El principal objetivo del programa de Hilbert era conseguir demostra- 
ciones de consistencia, es decir, garantías de que en una teoría dada se 
evitarían las paradojas. Pero aquí nos interesa más otro aspecto del progra- 
ma de Hilbert: ese programa algorítmico o formalista (tal es el nombre que 
ha recibido la escuela de Hilbert) tendía a concebir la deducción como 
algo mecanizable, al modo de Lull o Leibniz, La diferencia es que ahora 
no se pretendía mecanizar cualquier argumentación y en cualquier tema 
(Lull y Leibniz pretendieron hacerlo incluso con las argumentaciones 
morales); pero subsistía la aspiración a mecanizar la deducción, La exac- 
titud del cálculo, o del lenguaje formalizado, debía liberar el pensamiento 
del científico, como escribe Frege, de la sumisión al lenguaje (común), y 
su nueva y segura eficacia evitaría al hombre el trabajo intelectual de- 
ductivo, que es sin duda en cierta medida mecánico, no creador. 
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19. La investigación de fundamentos en lógica. 
tica. — Estudiar la posibilidad y el modo de construl 


guaje “bien hecho”, como cálculo o lenguaje for: 














lógica misma la investigación de fundamentos, pues su] bus uscar sus 
nociones primitivas o elementales y averiguar el modo cemo éstas fundan 
3 


las demás. La investigación de los fundamentos de los sistemas 0 eos 
lógicos recibe frecuentemente el nombre de 'meto!á y comprende 
dos investigaciones principales: la sintaxis y la semántica, 








El nombre 'metalógica” está taspirado 
formalismo para nombrar la teoría fundar pental (e la investiga 
de la matemática, 





lizado por el 








La sintaxis estudia los lenguajes desde un punto de vista algorÍtmuico, 
o sea, sin interesarso más que por las relaciones entre los «ámbolos de un 
determinado lenguaje (sintaxis especial) o por las relaciones posihles entre 
ed los lingliísticos ea aria o ae se íntoresa por las 

ajenas al 
sistema raismo de los símbolos. Esta referencia de os de les y las forma- 
ciones lingúísticas a algo que no sea el sistema de stmbr riizmo, es decir, 
el oficio significativo del lenguaje, es en cambio 0% : la seméntica (que 
tembién puede ser especial o general). 

Según esto, la presentación que antes vimos de lo que es un cálculo 
formal o un lenguaje formalizado era sintáctica, pues se basaha sólo en el 
establecimiento de reglas para usar y combinar (relacionaz) símbolos, En 
efecto, el método comúnmente seguido en la presentación de un sistema 
formal es sintáctico: consiste en construir un lengua] 
— O sea, más propiamente, un cálculo — sin hacer 20 
sobre las posibles aplicaciones del mismo, lo cual sería ya ico, puesto 
que referiría el cálculo a algo ajeno a él. El método £ ico de la cons- 
trucción garantiza que el sistema es realmente formal, que toda formación 
y toda operación (transformación) en él se justifican o h an por al- 
guna regla explícita, y no por la intelección del que las zon 

La sintaxis de un cálenlo o sistema es el conjunto de regias indicado, con 
las nociones y notaciones necesarias para formularlas. Por ejemplo, para 
dar reglas sintácticas de formación de expresiones correctas a partir de 
simbolos elementales de un determinado cálculo, hace falta la idea sintác- 
tica de concatenación. Con ella, una vez dados (med 2 regla sintáo- 
tica aún más elemental) simbolos como 'x, es una resta de formación 
puede ser del tenor siguiente: “la concatenación A con 4” es una 
expresión bien hecha”, La misma noción de expresión o fórmula, 
es sintáctica, 

Notaciones importantes de la sintaxis son la 
tácticas”, Estas son letras que se usan para referirse a en 
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de que se trate. También ellas sirven, por ejemplo, para enunciar reglas de 
formación, Así, para enunciar la regla de que en un determinado cálculo 
el resultado de escribir la conjunción “y' entre dos expresiones bien hechas 
es 2 su vez una expresión bien hecha, puede decirse: “si X, Y son expresio- 
nes bien hechas, entonces la concatenación de X, “y, Y es una expresión 
bien hecha”. e Y son en esa frase variables sintácticas. 

Partiremos del principio de que lo lógico no es el cálculo mismo cons- 
truido por la sintaxis, sino el lenguaje formalizado que resulta de inter- 
pretar ciertos cálculos con los conceptos tradicionalmente llamados lógicos”, 
como son los de verdad, falsedad, enunciado, sujeto, predicado, clase, rela- 
ción, ctc. Los cálculos serán, según esto, la formalización sintáctica de la 
lógica. Esta concepción, que EL Scholz (1884-1956) sentó por motivos filo- 
sóficos y R. Camap ha desarrollado por motivos técnicos, hace que conser- 
vemos el enfoque lingúístico en lógica, 

El estudio semántico es siempre estudio de un sistema de símbolos: un 
lenguaje o un cálculo. Los conceptos del método semántico que más nos 
interesan son los siguientes: 

Denotación o significación de un símbolo es cl objeto representado por 
él. Por ejemplo, la denotación del término (símbolo nominal) “Miguel de 
Cervantes Saavedra” es Miguel de Cervantes Saavedra, 

Sentido de un término es el modo como ese término significa. Así por 
ejemplo, el término “el autor del Quijote” significa Miguel de Cervantes 
Saavedra en un sentido distinto que el término “el Manco de Lepanto”, que 
también significa Miguel de Cervantos Saavedra. 

Una interpretación es una atribución de una significación a un símbolo, 
o un sistema de atribuciones de significaciones a simbolos. 

Un concepto importante del método semántico es el concepto de verdad. 
El concepto semántico de verdad ha sido expuesto técnicamente por 
A. Tarski. Su origen está en Aristóteles, y aquí puede bastarnos la versión 
más intuitiva dada por este filósofo en su Metafísica, donde se lee: 


decir que lo que es no es, o que lo que no es es, es lo falso; decir 
que lo que es es y que lo que no es no es, es lo verdadero, 


En la semántica de los cálculos tienen mucha importancia los enunciados 
formales, o esquemáticos, que son verdaderos para cualquier interpreta- 
ción; éstos son los que en el capítulo 1 llamamos “verdades formales”, Los 
enunciados formales que son falsos para cualquier interpretación se 
llaman “contradicciones formales”, Un ejemplo sencillo es 


xes Py no es P. 


Por último, hay esquemas que no son ni verdaderos para toda interpreta- 
ción ni falsos para toda interpretación, sino verdaderos para unas y falsos 
para otras. El Esquema 1 del capítulo 1 era de esta clase. Las interpreta- 
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ciones que hacen verdadero a un esquema se llaman 
del mismo. 

Los puntos de vista sivtás da y semántico deben disEnguirso cuidado- 
samente. Pero es útil también usarlos uno tras otro en un mismo contexto, 
como haremos con da. 

No se debe perder de vista que la sintaxis y la será 
en general) son, usando una terminología que ya co 
ticas respecto del cálculo que estudian, Las reglas sintá 
que hablan de combinaciones de símbolos del cálcul 
ticas hablan de cómo denotan ciertas combinaciones e s 
etcétera. En todo caso, enunciados sintácticos y 2n se acos 
no son enunciados del lenguaje formalizado, sino sobre el pu aje forma- 
lizado (o cálculo): pertenecen pues a metalenguajes de éste, Por tanto, para 
evitar que se produzcan formaciones con el tipo de refesividad que vimos 
en la raíz de ciertas paradojas a e precisament metalégicas”, las 
reglas y, en general, los enunciados de la sintaxis y de la 
lenguaje se escriben en otra notación distinta: en 0 SA 
tico y un metalenguaje semántico, Esos metalenguajes, por obr ya sobre todo 
de Tarski y de Carnap, han sido formalizados a su vez en mayor o menor 
medida, lo que quiere decir que la sintaxis y la semántica son ellas mismas 
sistemas más o menos formales (para cada cálculo). Pero en este manual 
las consideraciones sintácticas y semánticas se harán en len castellano 
común, a un nivel intuítivo, aunque usando algunos exy nios metalin- 
gúísticos (señaladamente, variables sintácticas). 
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E. W, Beth ha Hamado (1982) hermenéutica 


ticas elementales que se hacen intuitivamente en el lenguaje e 
podrismos llamar “gramática”, en vez de “sintaxis”, a ás 
que haremos sobre la base intuitiva del lenguaje comú , 
propiamente gramática y hermenéstica en ese sentido, sog hoblando (laxa- 
mente) de sintaxis y semántica. 





jones semán- 
ogemente 
sintácticas 
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rem 
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A la sintaxis y a la semántica se añade la prez 
relaciones entre el lenguaje y los que lo usan; las tres 
tica (KR. Carnap), que es una teoria lógica general d 
hará en este manual ninguna referencia a la preg: 


estudio de las 









A pesar de lo dicho sobre el carácter metalingiistico de la sintasis, existen 
técnicas para formalizar la sintaxis de un cálculo dentro del cálculo mismo 
caer en paradojas. Ási se puede formalizar, poz ejemplo, en un cierto 
voción sintáctica de fórmula no demostrahle en ese cálculo. 









20. Los Mmites del idos! algorífmico, — La aspirar 
inferencia se ha Emitado siempre en la práctica, incluzo 


Lull y Leibniz, más ambiciosos en teoría, 
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se definía clásicamente como la inferencia que se funda en enunciados 
generales para afirmar enunciados menos generales. Los “silogismos” de los 
ejemplos la y 2a del capítulo 1 son deducciones. (La deducción puede defi- 
nirse más generalmente como el tipo de inferencia que vale por razones 
puramente formales.) Pero la deducción no es el único género de inferencia 
usado en la ciencia. Las ciencias reales no disponen siempre de enunciados 
generales que les permitan inferir para cada caso otros particulares. Más 
bien es su tarea principal el conseguir enunciados generales a partir de 
enunciados menos generales o incluso singulares (de sujeto individua)) refe- 
rentes a hechos observados, El tipo de razonamiento por el cual se pasa de 
enunciados singulares, o particulares o menos generales a otros más gene- 
rales se llama “inducción”, y el anterior es el modo tradicional de descri- 
birlo, Esta clase de razonamiento ha sido objeto de mucha discusión en 
teoría de la ciencia, y sigue siéndolo hoy. Pero es tan frecuente como el 
deductivo, tanto en la investigación cuanto en la exposición didáctica, 
He aquí un ejemplo de inferencia inductiva, tomado de un libro de química 
estudiado en la Universidad de Barcelona. El autor da en forma de tabla 
la siguiente serie de enunciados singulares: 


Helio a 0"C 


Presión en atm. Vol. en litros Producto VxXP 
1,0020 22,37 92,41 
0,8067 27,78 22,41 
0,6847 32,73 22,41 
0,5387 4161 92,41 
0,3550 63,10 22,41 
0,1937 115,85 92,41 


(Cada una de las líneas de la tabla constituye, efectivamente, un enunciado, 
reducible a un esquema de la forma siguiente: “a 0 € y una presión de 
P atm., una masa x de helio seco ocupa un volumen V, y el producto 
VXP es 22,415. 

De esa serie de enunciados particulares (más otros referentes a otras 
presiones, otras temperaturas, otras masas y otros gases), el autor infiere 
el enunciado general llamado ley de Boyle-Mariotte” en la formulación si- 
guiente: “Para cualquier masa de gas seco a temperatura constante, el 
producto del volumen por la presión (V XP) es constante”. 

En las discusiones sobre la inducción no suele ponerse en duda que 
este tipo de inferencia no es válido por razones formales, como lo es la 
deducción: su validez depende del conocimiento de los particulares objetos 
estudiados, de la materia del conocimiento, Por eso mismo, la validez de 
los conocimientos obtenidos por inferencia inductiva no es tan permanente 


EL IDEAL DES LENGUAJE BIEN IIECHO de 








como la de los que se consiguen por deducción, aunque 21 
lo general, más interesantes que éstos. 

El ideal algorítmico de mecanización de la inferencia no puede, pues, 
ap! icarse sin més a la inducción, Ni tampoco, naturalmente, a operaciones 
más elementales que la inducción y relacionadas, como elle, con la obser- 
vación directa de los fenómenos: la descripción de éstos, su análisis con= 
creto, su clasificación, Tales son los límites del ideal algorítmico por lo que 
hace a su aplicación a las ciencias reales. 

Por lo que hace a la an a la lógica misma 
algún tiempo que el programa algorítmico fuera plenamente realizable, que 
qe la lógica formal, como teoría de la deducción, fuora reducible a 

alculo, con Jo que la deducción haba dejado de ser tarea interesante 
para el pensamiento. Pero a partir de 1930 varios autoros *Í ciraron que 
también esa suposición era excesiva (en los capitulos ALA se consideran 
los principales resultados de esas demostraciones): sólo ¡pucdo reducirse de 
un modo general a algoritmo una parte de la lógica que no llega al grado 
de complicación de la aritmética. Para niveles de cc: ación mayor, es 
posible reducir a algoritmos ramas o teorías más o monos amplias, pero no 
construir algoritmos que abarquen a todas las teorías de uno de esos niveles. 


¿Mos son, por 
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21. Los frutos del programe slgorítmico. — Una empresa verdadera- 
mente científica no es nunca estéril, aunque no alcance nada de su objetivo 
inicial, Asi ocurre con el programa algorítmico, el cual, por lo demás, consi- 
gue algo relacionado con su Ona a saber, un considorablo aumento 
de la potencia deductiva de la lógica, un enriquecimiento del arsenal de 
los métodos formales. 

También para la aplicación a las ciencias reales sido fecundo el 
ideal algorítmico. Pues la limitación a las partes de una cl cola que se consi- 
deran conclusas y construibles deductivamente no es, como vimos, poca 
cosa para el progreso de la investigación, al que cont 2 indirectamente. 

Pero, sobre todo, a al demostrar la inviabilidad de un y a de algo- 
ritmización de toda la inferencia deductiva, le lógica ha consoguido una 
claridad sobre los límites de lo formal que no había existido antes, como 
prueban las aspiraciones de Lull o de Leibniz, En el futuro no es probable 
que ningún filósofo vuelva a soñar con zanjar cualquier «E 2 mediante 
cálcusos, como esperé Leibniz. Esto resultado tiene pues incluso relevancia 
mOsAAO. 
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Lomo se dijo en el capitilo 1. la principal sica formal 
a las ciencias reales es indirecta; consiste en sum instrumentos 
para analizar sus propios con así sus fun- 


tos y construcciones, 5 
OSCUurós y : 
y lenguajes fo: 


: de Pues 
2 COTO COnse- 


1Cep 
damentos, localizar sus puntos 
bien, la construcción de cálculos 
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cuencia un afinamiento de esa capacidad analítica. Ello se debe a lo 
siguiente. 

Aunque un lenguaje formalizado es un sistema que funciona ——o se 
usa — independientemente de la significación de sus simbolos, pues lo que 
funciona es el cálculo interpretado en ese lenguaje, sin embargo, la lógica 
construye esos lenguajes y los cálculos teniendo en cuenta posibles aplica- 
ciones, por lo menos la aplicación a los conceptos lógicos. Del cálculo, o del 
lenguaje formalizado, se espera que dé de sí la forma de toda la teoría 
(normalmente preexistente en lenguaje común) a la que se desea aplicarlo. 
Una tal exigencia, aunque la mayoría de las veces no se cumpla, impone un 
conocimiento muy preciso del sector de lenguaje natural que se trata de 
formalizar, de llevar a la exactitud del cálculo. Y esto a su vez exige un 
análisis de la mayor finura posible. 

Por lo común el análisis se limitará al sector del lenguaje común que sea 
relevante para la deducción, para la trasformación de la teoría en lenguaje 
formalizado, en teoría formal. Pero en este reducido sector, el análisis 
tiene que ser de una finura desconocida por la lógica tradicional. Asi la 
construcción de cálculos, aunque es una actividad sintética, o sea, una 
composición, facilita un apreciable progreso en el análisis de los elementos 
y la estructura de las teorías científicas y del lenguaje común en general. 
Los resultados básicos de ese progreso del análisis han renovado sustancial- 
mente la teoría de las categorías lógicas, objeto del capítulo TV, 





APÉNDICE AL Cartruno 11 


A. Tetxos citados. — Pablo, 1.% ep. a Tito, 1-2. — Cervantes, Quijote, Segunda 
parte, cap. LI. — Leibniz, “Elementa characteristica universalis”, en Couturat: 
Opuscules et fragments inédits de Leibniz, p. 43; “Projets et essais pour arriver 
á quelque certitude...”, en Couturat, p. 176. — Aristóteles, Met., T' 7, 1011b 
25-27. — ]. Babor y J. Ibarz, Química general moderna, 4% ed., p. 5. 

B. Observaciones. —a 16: la versión dada de la paradoja del montón de trigo 
no es la antigua, pero está contenida en ésta. —a 18: la palabra “algoritmo” pro- 
cede del nombre del algebrista árabe Mohamed ben Musa Alkarismi (siglo 1). 


Caríruio IV 


LAS CATECORÍAS LÓCICAS 


22. Análisis lógico y categorias. — Una ciencia tiene que penetrar en 
la realidad que le es dada para desmenuzar, según su punto de vista, el 
vago dato que es esa realidad: para buscar Jos componente s de ésta que 
convenga considerar elementales para los fines de la investigación de que 
se trate. Esa actividad se llama análisis o resolución, Sy tiene su ejemplo 
más material en la química: el análisis químico de un cuerpo dado es la 
búsqueda de los “elementos” que lo componen, para hacer luego afrma- 
ciones sobre la naturaleza y la estructura de ese Cuerpo. 

De acuerdo con lo que en el capítulo i dijimos sobre la abstracción, 
también el análisis supone ideas prevías, abstracciones que lo dirijan. Pues 
un análisis es como una abstracción simultáncamente ra Eplo: al abstraer 
se toma de una cosa un aspecto o un componente; al se aspira 
a tomar por separado (o sea, abstractamente) todos los : ex o todos 
los componentes de la cosa analizada. En el caso del an lógico del 
lenguaje, la abstracción orientadora es la idea de forma lógica, y lo que el 
análisis lógico busca son los elementos constitutivos de la forma, los puntos 
o nudos con que se sostiene, por así decirlo, la red o estructura que es la 
forma lógica. 

A las clases de esos elementos se llama “categorias”. Cetogorios son cla- 
ses de términos o, en general, de símbolos. Si, por ejen plo, nos interesara 
analizar el lenguaje desde el punto de vista de las cosas significadas por sus 
términos, podríamos obtener una tabla de categorías, una clasificación de 


a 


significatividades, como la de Aristóteles. Es ésta una tabla de diez catego- 
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rías —— sustancia, cualidad, cantidad, relación, acción, recención de acción, 
lugar, tiempo, posición y hábito — las cuales clasió5 o por 
la clase de entidad que significan. Términos como “mesa “árbo?, Juan, 


DS 


wn 


que significan entidades en sí, pertenecen £ la cntog sustancia; 
términos como “blanco”, “bueno”, a la categoría de emalic 
Es claro que desde el punto de vista del la lógica fcrmal esa tabla de 


categorías no interesa primariamente a la construcción de los cálculos 
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lógicos, a la sintaxis, sino, si acaso, a su interpretación, a su semántica. 

El cuadro de categorías que la lógica necesita primariamente no se basa 
en la idea de significación, sino en la del papel gramatical (sintáctico) de 
los simbolos y las formaciones apofánticas del lenguaje. Las categorías 
lógicas son las clases de elementos que son necesarios para que exista un 
lenguaje apofántico; por ejemplo: las categorías “nombre, “enunciado” “con- 
junción”, etc. 

Se trata de categorías gramaticales. Y efectivamente es la sintaxis lógica 
una especie de gramática. Su diferencia respecto de lo que corrientemente 
entendemos por “gramática” consiste en que la sintaxis lógica no es la gra- 
mática de ningún lenguaje histórico, sino de unos lenguajes artificiales y 
construidos a propósito para cada caso, los cuales son puramente apofánticos, 
están considerablemente empobrecidos respecto de los lenguajes étnicos, 
pero realizan con claridad lo que hemos llamado “discursividad', 

El carácter artificialmente reducido de este tipo de lenguaje suele mani- 
festarse en la práctica ya por el hecho de que sus símbolos no son de uso 
corriente en los lenguajes étnicos. 


23. Las categorías Expresión, Fórmula, Enunciado. — Lo primero que 
puede hacerse con los símbolos primitivos de un cálculo es combinarlos, 
La combinación O composición de símbolos, que sintácticamente puede 
entenderse como la operación de ponerlos unos tras otros (concatenación), 
está regida en un cálculo o en un lenguaje formalizado por precisas reglas 
de formación. 

Cualquier combinación de símbolos de un cálculo (incluso un símbolo 
sólo) se llama una “expresión” (Ausdruck' en la literatura alemana). Si la 
expresión ha sido correctamente construida según las reglas de formación, 
se dice que es una fórmula (Forme! o “zulássige Formel en la literatura 
alemana, “well-formed formula” en la terminología anglosajona [A. Church]). 

Ánte una expresión cualquiera de un cálculo, la única manera de decidir 
si es (o no) una fórmula, consiste en mostrar que está (o no está) construida 
según las reglas de formación de dicho cálculo. 

Por ejemplo: con los simbolos corrientes que antes hemos visto a título 
de ilustración, los cálculos lógicos hoy utilizados suelen tener reglas de for- 
mación por las cuales una expresión como 

xyz 
(tres simbolos de individuo solos consecutivos) no es una fórmula, mientras 
que una expresión como 

Px 
o como 

Pxyz, 
“Px' es la forma más corriente de simbolizar el sencillo tipo de enunciado 
(un símbolo predicativo seguido de otro u otros individuales) sí lo es, 
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que consta de un sujeto, x”, y un predicado, “P”, e sele 1 
en que aparecen en esa fórmula el predicado y di 

mismo que se encuentra en el texto griego de pe 
como “Sócrates es mortal se encuentra escrito en el texto de Aristóteles 
en la forma: lo mortal se da en Sócrates”, en esquema: “A se da en Bl 






EA NA ka vo. o 
steles, Un enunciado 


“A drápye 1 B. 

dd 3 a AN $ 0% > PO] ¿Y 3 

Cuando una fórmula es tal que tiene sentido decir de ella que es ver- 
dadera, o que es falsa, se llama “enenciado”. Esta es la noció 
de enunciado (apofántico), que se he mantenido siempre er 
entonces, 









En el Organon aristotélico se lee: no todo enunciado €s 2 
Abjaclos en los que se da el ser verdaderos o falsos”. 


Una fórmula puede ser un enunciado de dos maneras: o bien porque 
sus lugares de contenido sean ocupados por simbolos con sigoifc 
determinadas (categoremas); o bien porque, aun siendo una fórmula sin 
interpretar, resulte ser pad para cualquier interprotarión posible 
(en cuyo caso es una verdad formal, o tautología), o falsa. para toda inter- 
pretación posible (en cuyo caso es una falsedad formal). El Fsquema El del 
capítulo 1 fue por esta razón llamado “enunciado” (esquemático o formal), 


y no sólo “esquema”. 
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Lo que en el capítulo i llamamos esquema puede pros 
tica con lo que aquí llamamos Lórn E. La diferencia entre las dos t te 
tal como aquí las usamos, es de intención; esquema es el re? 
contenido significativo (eliminando sus categoremoas)j a un eno 
vivo; fórraula es el resultado de componer, según reglas de f 
los símbolos de un cálculo. Usamos “esquema” en un contexto dl 
lenguaje vivo, y fórmula” en un contexto de construcción o s 
artificiales o cálculos. 
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24. Ei nombre: e a a Constantes 


La gramática de los ed étnicos llama “nombre ? 
palabras que cumplen ese oficio, Aquí diremos simplemente * 

La distinción gramatical entre nombres propios y nombres e 
importancia semántica porque lo denotable por unos y por 
cuentra a distintos niveles: el nombre propio denota indi 
concretas, mientras que el nombre común se pre 
de propiedades de objetos concretos, por ejemplo, | lap 
o Ser-un-árbol, Un nombre común significa según esto una : 
duos, por ejemplo, la clase de los individuos que son 20538, 
individuos que son árboles. Pero una propiedad, e una € 
dades concretas: la propiedad Ser-una-mesa no existe co 
poco la clase Mesa, que es una entidad abstracta cons 
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Por tanto, si se admite que también los nombres comunes son verdaderos 
nombres, se está admitiendo al mismo tiempo que los abstractos pueden ser 
denotados igual que los individuos concretos. 


Sobre este punto ka habido en la historia de la filosofía diversas opiniones. 
En la Edad Media esas discrepancias cristalizaron en tres modos de concebir 
la cuestión, los cuales siguen siendo los básicos hasta hoy, Para el renlismo, los 
abstractos ('universales”, en la terminología medieval) denotan entidades existentes: 
la propiedad Ser-mesa tiene tanta realidad como los individuos a los que llama- 
mos “mesas” (o más que ellos). Esta tradición filosófica se remonta 2 Platón 
(497-347 a.n. e). El conceptualismo estima que el abstracto tiene una existencia 
intelectual, ideal: el abstracto no denota una realidad material, pero lo denotado 
por él tiene una consistencia o necesidad interior. El hombre no puede decidir 
a su voluntad sobre los abstractos: no los inventa, los descubre, El filósofo más re- 
presentativo de esta tendencia fue en la Edad Media Pedro Abelardo (1079-1142). 
El nominalismo sostiene que los abstractos son meras palabras que no denotan 
nada, invenciones, etiquetas útiles para manejar la realidad. El principal pensador 
de esta escuela fue en la Edad Media Guillermo de Ockham (hacia 1300-1350), 
tal vez el más grande lógico entre Aristóteles y Leibniz, Diversas versiones de 
esas doctrinas son hoy día profesadas por importantes autores. Puede decirse 
que B. Russell ha tendido al realismo, A. Church al conceptualismo, y que 
W. V, O. Quine cs nominalista. 


Desde el punto de vista lógico, lo que interesa es mantenerse todo lo 
posible en un terreno formal, sin afirmaciones filosóficas sobre la realidad 
de las nociones. Por eso es conveniente retrasar todo lo posible la afirmación 
de que los nombres de clases y los abstractos en general denoten como los 
nombres propios. sto podría entenderse, en efecto, como una afirmación 
filosófica muy discutible. En cambio, la semántica lógica puede admitir, sin 
suscitar gran discusión filosófica, que lo primariamente denotable es el 
individuo concreto, Salvo en los excepcionales casos de filósofos radical. 
mente escépticos, las diversas tradiciones filosóficas coinciden en admitir 
que la realidad concreta individual es la realidad en sentido propio, 


Esto, sin embargo, no debe hacer creer que el concepto de individuo sea 
absoluto y carezca de problemas. En el uso científico, “individuo” también es una 
abstracción, una construcción artificial, como indica, por ejemplo, el hecho de 
que un árbol, que para el botánico es un individuo, es para el físico un agregado 
de individuos — moléculas, átomos, partículas infraatómicas. 


Las anteriores reflexiones sugieren que, aun admitiendo que sean nombres 
tanto los commnes cuanto los propios, es conveniente introducir en sintaxis 
dos clases de símbolos, unos para nombres propios, otros para nombres 
comunes. La diferencia semántica entre nombres propios y nombres co- 
raunes importa a la sintaxis porque va acompañada de una diferencia 
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LÁ 


(47 


en la función gramatical de unos y otros. Pero sí son 00m 


el 





“11nos y 


otros denotarán algo determinado, Eje; por tanto, los simbolos y ¿ serán 
constantes del lenguaje. 
Las constantes que son vombres propios denotarán individuns; por eso 





se las llama “constantes individuales, Cumplen en fórmules y enunciados 
el oficio de sujeto. Las que son nombres comunes denotarán si drnotan — 
clases o propiedades. En un enunciado del tipo más sencillo, el nombre de 
una clase o propiedad hace oficio de predicado. Por eso las cor 
son nombres comunes se llaman “constantes predicativas”, 


Por ejemplo, en el emmnciado 






Cervantes era posta, 






“Cervantes” es una constante individual, y su papel sin táctico es el de sujeto. 
Poeta es el nombre — común — de la clase de los poetes: es una Ccons- 
tante predicativa. 
Los símbolos más corrientemente utilizados para constantes individuales 
y predicativas son: 
para constantes individuales, las primeras minúsculas del abece- 


EE 


darjo latino, como E, E, E... 


para las constantes predicativas, las primeras mayúsculas del abe- 
cedario latino, como “4, BB, Do. 

Entre los elementos constantes del lenguaje tienen 
que nombran relaciones lógicas, como, por ejemplo, 1 la noz 
junción. Los símbolos que denotan esas relaciones, u 0D 
pondientes, se llaman “constantes lógicas, 
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25. La categoría Variables, — Cuando en una fórmula motomática se 
encuentra lo que llamamos 'una variable”, entendemos que en ana lugar 
de la fórmula pueden insertarse diversos valores numé óricos de una deter- 
minada clase. Por ejemplo, si se trata de una fórmula que da la eslócidad de 
un cuerpo en movimiento como función del tiempo, podre 
el lugar de las variables valores numéricos de tiempos, 
momento para el cual nos interese saber la velocidad; 
numéricos de tiempo, propiamente nombres (cifras) de 3 

La mecánica, matematizada desde comienzos de la o 
y convertida en ciencia ejemplar hasta £nales del siglo xxx, 
la disciplina que más ha influido en el concepto de va 
se opera en la práctica. Es el conc E de magaitud la, q 
Cuentra en toda investigación metemática aplica vda. Pero vd cor 10epto 1 ao 
es suficientemente claro para su uso en lógica. adi se dica, por ejemplo, 
que la temperatura de una masa dada se está usando 
una expresión útil, pero poco exac 
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uede variar, en el sentida de que 
El A 
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siendo él mismo, como, por ejemplo, varía en ese sentido propio una perso- 
na. Afirmar que también el número puede variar así es profesar una dialéctica 
grosera que renuncia a aclarar los conceptos. En nuestro ejemplo, lo que 
varía no es la cifra que da en una escala termométrica la temperatura del 
gas en un momento dado: esa cifra se queda siempre tranquilamente en 
su sitio; la cifra no puede variar sin dejar de ser ella; lo que varía sin dejar 
de ser él mismo es el cuerpo material a cuyos estados se atribuyen eros 
valores numéricos, es decir, la masa de gas considerada. 

Desde el punto de vista del análisis lógico del lenguaje, los símbolos 
llamados “variables” no denotan o significan cosas que varían. Las variables 
no denotan, no son nombres, Una variable puede ser sustituida por el nombre 
de un objeto cualquiera de un determinado campo --- así, en nuestro ejern- 
plo de la velocidad, por el nombre de cualquier ínstante (ese nombre será 
una cifra), y en el ejemplo del gas por el nombre de cualquier temperatura 
(que será también wna cifra). La variable reserva en un esquema un lugar 
para cualquiera de diversos nombres pertenecientes a un carapo determinado 
y fijado por el tema del esquema, por su universo del discurso. Las variables 
son esquematizaciones de elementos del lenguaje, generalmente de nombres. 

En cuanto se depura de este modo el concepto de variable como símbolo 
se aprecia su utilidad para la lógica. La lógica no se interesa por el conte- 
nido empírico del lenguaje, sino por su forma. Ahora bien: el contenido 
empírico del lenguaje está principalmente representado por los nombres, 
La sustitución de los nombres por variables es pues un modo natural de 
explicitar la forma lógica de los enunciados. 

Los que antes describimos como simbolos para individuos y propiedades 
cualesquiera son variables individuales (4, VY, w, Y, Y, 7, ete) y 


variables predicativas (P”, Q', R', “S, etc.) respectivamente, 


La simbolización de las variables predicativas fue ya practicada por Aris" 
tóteles. 


Otros símbolos variables frecuentes son las variables de enunciado: “p, 


q, Y, óS, Y, ..., que reservan en una fórmula lugares para enunciados o 
fórmulas. 


Un parámetro es un símbolo que tiene oficio de constante para cada sub- 
clase de la clase de objetos a los que es aplicable, pero es variable en el sentido 
de que no tiene un sustituyente único para todas las subclases de dicha clase. 
Por ejemplo, en la fórmula que da el alargamiento de una varilla metálica de 
longitud l, a 0% al calentarla hasta 1%, 

(1) Alargamiento ==2 .)h.t, 
N representa lo que se llama el “coeficiente de dilatación lineal”, el cual es 
distinto para cada metal. La fórmula (1) es aplicable a la clase de todas las vari- 
llas de metal. “A” es una constante para cada subclase de esa clase (la subclase 
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de las varillas de hierro, la subclase de les varillas de plomo, ote.) 


pero es una 
- 
variable para la clase de todas las vaxil 


“YO. 








las de metal. A es un y 


El papel sintáctico o gramatica! de la variable en los esiculos y lenguajes 
formalizados es parecido al del pronombre indefinido (y dem ostrativo y 
relativo) en los lenguajes étnicos. Asi por ejemplo, la fórmula 


Px, 
que suele leerse “y es P, o, simplemente, “Pa” (pe equis), puede leerse, 
puesto que Y” no significa nada concreto: 
ualquiera [cosa! es P. 


Tiene dos 
ey p ita precisar 
admite como denotable CES ste segundo motivo 


E 


La concepción pronominal de la variable se debe a W. Y. o Q 
ventajas: subraya el hecho de que la variable no es un nomb 
cuáles son las cosas que un chica do ad 


es el que más importa a Quine. 








25. Los cuantiñca dores. — Es poco frecuente que on una teoría sean 
interesantes fórmulas como la que hemos ntilizado en A para ilustrar el 


o 


papel pronominal de la variab! lo, Una teoría científio 










24 enunciar 
en todo caso, 
os de un 





bien "precisada, Le interesa poder armar a que tod dos los 


cierto campo son P, e que algunos lo son, o que ninguno lo es. O sea: afirmar 


al 





que el enunciado o esquema “Pa” vale para todo x, o para olgón x, o para 
ningún x. Los enunciados teóricos son comúnmente de ¿ las siguientes > Formas 
esquemáticas (aunque con mayor complicación): 


para todo x, Px, o 
para algún x, Px, O 
para ningún x, Pz. 


En la tradición lógica, la lectura de esos tres esqueraas era, respectiva- 
mente: 
todo x es P; 
algún x es P; 
ningún « es P, 


Las expresiones utilizadas par cuantificar los enunciados, esquemas 0 
fórmulas se llaman eunntificadores, y desde Aristóteles suclen utilizarse 
dos: uno para “todos” o “todo”, y otro para “algunos”, o * Ningán se 
puede expresar por la negación de “algunos”, siempre que se entic ab 
gunos” precisamente en el sentido de “al menos uno”, Ele 
se lama “universal”; el cuantificado: “al menos uno” 
Otros nombres bastante corrientes son "generalizador” 
respectivamente. 
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Hay una diferencia lógica importante entre los dos cuantificadores: el 
primero no hace ninguna referencia a la existencia de individuos que puedan 
nombrarse en el lugar de la variable cuantificada. Así, por ejemplo, aunque 
no existen habitantes de la Jnsula Barataria, el enunciado siguiente es 
verdadero: 

todos los habitantes de la Ínsula Barataria son súbditos de Sancho 
Panza, 


Ese enunciado, más detalladamente analizado según métodos que ya 
conocemos, puede sustituirse con ventaja por el siguiente: 


(1) todo lo que es habitante de la Ínsula Barataria es súbdito de 
Sancho Panza, 


En cambio, el segundo cuantificador se usa de un modo que conlleva una 
afirmación de la existencia de al menos uno de tales individuos, Así el enun- 
ciado 


algún habitante de la Ínsula Barataria es súbdito de Sancho Panza, 
precisado como el anterior, toma Ja forma 


(2) hay al menos un habitante de la Ínsula Barataria, y ese habitante 
es súbdito de Sancho Panza, 


enunciado que es falso, pues no existe nada que sea habitante de la Ínsula 
Barataria. 

Ese diverso alcance de los cuantificadores, sólo el segundo de los cuales 
tiene lo que suelo llamarse “alcance existencial”, se desprende de un aná- 
lisis algo más detallado que el que practicamos en el capítulo 1 y hemos 
utilizado ahora. Cuando se dice que todos los habitantes de la Ínsula Bara- 
taria son súbditos de Sancho Panza, se está enunciando una “ley” sin ex- 
cepciones, El hecho de no tener ninguna excepción puede interpretarse 
diciendo que el primer esquema — 'x es habitante de la Ínsula Barataria” — 
acarrea, como condición, el segundo — 'x es súbdito de Sancho Panza” —. 
Con este análisis podemos poner, en lugar del enunciado (1), el enunciado 


(15) Para todo x, six cs habitante de la Ínsula Barataria, entonces x 
es súbdito de Sancho Panza. 


Ahí no hay ninguna a£rmación de existencia, sino sólo la afirmación de una 
relación condicional, Y ésta es verdadera o falsa independientemente de la 
existencia de habitantes de la Ínsula Barataria. 

En cambio, cuando se dice que al menos un habitante de la Ínsula Ba- 
rataria es súbdito de Sancho Panza, no se está enunciando una “ley”, una 
regularidad universal (pues entonces se habría hecho la afirmación respecto 
de todos los habitantes de la Ínsula Barataria). Se está afirmando sólo un 
hecho empírico: el hecho casual o accidental de la coincidencia, al menos 
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en un individuo, de las propiedades de ambos esquemas o enun 
Llevando el enunciado (2) al mismo nivel de análisis al que hemos llevado 
el enunciado (1), tendremos: 





al menos un x es habitante de la Ínsula Barataria y es súbdito de 
Sancho Panza, 


lo cual es la afirmación de un hecho concreto, por tanto, una afirmación de 
existencia, que pues formularse aún más explícitamente ast: 


(21) hay al menos un x, tal que x es habitante de la Ínsula Barataria 
y y es súbdito de Sancho Panza. 


Precisamente por esa afirmación de existencia que contiene se lama 
“existencial a este cuantificador. 


Otro modo de ilustrar la diferencia de alcance entre los dos euontifcadores 


consiste en considerar el diferente efecto que tendría para uno y otro, en el 








caso del ejemplo, la inexistencia de habitantes de la Ínsula Bárstario. Para 
refutar el esquema si x es habitente de la Ínsula Barataria, entonces x es súbdito 
de Sancho Panza”, hace falta probar que hay un habitante de la Barataria 








que no es súbdito de Sancho Panza. Por tanto, 
de la Ínsula Barataría tiene como con ¿ 
universal. En cambio, ese hecho basta Para 2 
Insula Barataria es súbdito de Sancho Panza. 


al hecho de que no haya habitantes 


ecu 





La simbolización más frecuente del cuantificador univor 
lizador, consiste en unos paréntesis dentro de los cuales se escribo la va- 
e 
riablo generalizada. Ási, 


por ejemplo, el esquema 





todo x es P 
se simboliza 
G9Px, 


que es costumbre leer: “para todo x, Pi. 





El cuantificador existencial, o particularizador, suele sirmk ante- 
poniendo a la variable cuantificada el símbolo Y' una El 5 (alu- 


, oro 6 £ AP 
sión al latín “existit'). Ásí, por ejemplo, el esquema “algún x es P, o, mas 
propiamente, 


hay al menos un x que es P, 
se simboliza 
AxPx, 
que es corriente leer: hay fal menos] un x [tal quel Pz. 


Se INTRONUCOTÓN a Lá LÓGICA 
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El oficio sintáctico de los cuantificadores es como el de adjetivos (como 
“todos”, “algunos”, o expresiones adjetivas compuestas con ellos) que' deter- 
minan pronombres (es decir, variables). Así, según la paráfrasis que antes 
usábamos para ilustrar el oficio pronominal de la variable, la fórmula 


()Px 


Puede leerse: “todo algo es P”, en donde el adjetivo “todo” cumple el oficia 
del cuantificador ( )', determinando el pronombre “algo', el cual cumple el 
papel de la variable “x, 

El artículo es una especialización del adjetivo determinativo, como su- 
giero, por ejemplo, el hecho de que el artículo determinado castellano, “el, 
“la”, lo”, proceda del uso adjetivo del demostrativo latino e”, Ma”, Glud”. 
Hay un tercer cuantificador interesante que puede concebirse, desde el 
punto de vista gramatical que hemos adoptado, como artículo determinado. 
Es el descriptor, que sirve para componer, partiendo de esquemas, una 
especie de nombres propios compuestos (descripciones). Por ejemplo: “el 
autor del Quijote” es una descripción de Cervantes. El esquema corres- 
pondiente es 


x es autor del Quijote; 

y la descripción que lo convierte en una especie de nombre se simboliza por: 
Gx) (xa es autor del Quijote), 

o, en general, 
(0) (Ps), 


que se lee: “el x tal que Px', o “el x que es P”. (Si “P” es “ser autor del Qui- 
jote”, esa descripción se leerá: “el x tal que x es autor del Quijote”, o “el x 
que es autor del Quijote”, o, simplemente, “el autor del Quijote”) 


Todos los cuantifcadores pueden entenderse como pertenecientes a la catego- 
ría de los operadores, que se estudiarán a continuación; pues todos ellos indican 
una operación practicada sobre la variable afectada: el cuantificador universal, 
una generalización; el existencial, una particidarización; el descriptor, una sin- 
gularización. 


27. Categorías compositivas o conjuntivas. — Diversas “partes de la 
oración” desempeñan en el lenguaje común oficio de composición, señala- 
damente de enlace o conjunción. Las conjunciones Hevan este nombre por 
antonomasia, pero también hay, por ejemplo, adverbios (como “más, “me- 
nos”) que desempeñan papeles compositivos. Por ejemplo, en “dos más 
cuatro”, “más” compone “dos” con “cuatro”. El adverbio 'no”, aplicado a un 


£ 
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enunciado, “Pp”, compone un nuevo enunciado, no-p. Eto. Cualquiora que 
sea su clasificación en la gramática del lenguaje vivo, en axis de los 
lenguajes formalizados consideraremos conjunciones a todos los símbolos 
que desempeñen oficio de enlace, o, en general, de composición, 

Distinguiremos dos grandes grupos de conjunciones en este sentido: los 
operadores y las conectivas. 

Operadores son conjunciones que se aplican a constantes o variables 
individuales. Un operador es, por ejemplo, '+* en la fórmula siguiente: 


ny 


Los operadores tienen ese nombre porque des resentan una operación, 
Se trata de una operación sobre símbolos tomados como símbolos indivi- 
duales, y su resultado se expresa frecuentemente por un símbolo iodividual. 
Por ejemplo: 











+y=z 


Una operación puede también concebirse como Das función. Ási, para 
atenernos al nismo ejemplo, la anterior fórmula, entendida £ ana 
puede escribirse: 


+ (x, Y = 2, 

ocupando “+” el lugar en el que corrientemente se pone una “f, o, a veces, 
símbolos más alusivos, como 's' (función suma) en el caso del ejemplo. 
En realidad también una Función puede concebirse como una operación. 
Pero por la especial poa del concepto de Í los onstderare- 
mos aparte más adelante. Por el momento nos limi s a indicar que 
los operadores que representan funciones se llaman “fincieros la expre- 
sión “característica funcional”, usada por los matemáticos, no suele ermn- 
plearse en lógica). 











Las conectívas son conjunciones que se aplican a enunciados o fórmulas. 
Según nuestro uso de la palabra “conjunción , las particulas que a 
por ejemplo, un enlace condicional entre dos enunciados o fór s (como 





el par ósi,.., entonces”) son conjunciones, cualquiera que sea a der 
a que pertenezcan en los lenguajes étnicos. El símbolo que usaromos para 
expresar el evlace condicional (la coneciiva condicional) es *>, Que p es 
condición de q se simboliza 





p=> q, 


que suele leerse: “si p, entonces q. 
Un ejemplo de conectiva muy coincidente con la noción de pe e 

del lenguaje comúr es la que sirve para ol la afrma i 

de enunciados, La llamaremos por antonomasia “conjunción 


zaremos por UA”. Así la afirmación simultánea de * yy y se se Aia 


DAd. 
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Tanto a propósito de conectivas cuanto de operadores y de cuantificadores 
— los cuales, como todos los adjetivos determinativos, también pueden conside- 
rarse operadores — se habla de operandos en el mismo sentido que en aritmética. 
En el caso de cuantificadores suele distinguirse entre operando y variable de 
operador, Así por ejemplo, en la fórmula 


(0) Px 


el operando es “Pa* y la variable de operador es 'x'. 


? 


28. Funciones lógicas. Abstracción funcional, — La noción de función 
está muy relacionada con la de variable, y ha nacido también en la mecá- 
nica física. La manera corriente de hablar de funciones tiene que corre- 
girse algo para que el concepto sea claro y útil en lógica. Así, el decir, 
como lectura de la expresión “f (a) = b', que b es la función f de a, resulta 
incorrecto desde el punto de vista lógico, En realidad, b' es el nombre del 
valor de la función f (y no la función f misma) para el argumento cuyo 
nombre es “a, La función, nombrada por el functor f, es una operación 
que consiste en correlacionar dos campos de valores, llamados respectiva- 
mente de los argumentos y de los “valores”, de tal modo que a cada indi- 
viduo del primer campo corresponda por la función un individuo, y sólo 
uno (correspondencia unívoca) del segundo. (En cambio, a cada individuo 
del segundo pueden corresponder por la función uno o más del primero, 
como ocurre, por ejemplo, con la función trigonométrica seno; la corres- 
pondencia no tiene necesariamente que ser biunivoca.) 


Este concepto de función se debe al matemático Lejeune Dirichlet (1805-1859), 
el cual no lo formula tanto en términos de operación cuanto de la correlación 
misma. La operación de correlatar puede entenderse ya, en efecto, como el 
cálculo hecho en cada caso. La función es más bien el esquema de la operación, 


De esa noción de función se desprende que su uso no tiene por qué ser 
exclusivo del análisis matemático, La definición, en efecto, no dice que los 
campos de argumentos y “valores” deban ser de determinada naturaleza, 
Pueden serlo de cualquier clase de valores, con tal de que se pueda esta- 
blecer entre ellos aquella correlación unívoca. 

Así precisada la idea de función, su introducción en lógica es de mucha 
utilidad. En la parte apofántica del lenguaje hay, en efecto, formaciones 
que se parecen a Jas funciones de las matemáticas: su valor depende de 
un término que, al llevar la expresión a esquema, resulta ser una variable, 
El resto de la expresión resulta indicar la operación o correlación que hay 
que practicar con la variable para obtener el valor de toda la expresión. 

He aquí un ejemplo: la expresión 

el autor del Quijote 
puede dar el esquema 


el autor de x; 


LAS CATEGORÍAS LÓGICAS 87 


de las obras 
) dE se ponga 
do escritor. 





"x' es una variable cuyo campo podemos definir como la 
literarias. Según el título de obra (con fecha de ap 
en el lugar de 'x”, el valor de la expresión será un dotonmina 
Además: a un determinado escritor pueden corresponder varios títulos (a un 
“valor” varios argumentos), cosa permitida por la definición de función; 
pero nunca corresponderán a un mismo título va toros la un argu- 
mento varios “valores”), sí se admite como regla s 2 que las obras 
escritas en colaboración son obras de un autor comp e, por así decirlo, 
o sea, de un equipo. La expresión “el autor de resulta ser nombre de una 
función, pues cumple todos los requisitos de nuestra definición del concepto. 
Pero es una función cuyos argumentos y “valores” no od 

Con ayuda de las funciones podemos desentendernos 
formaciones del lenguaje, para atenernos a la considero: 
tensional de sus valores, o denotaciones. Este paso se loa “abstracción 
funcional, Mediante ella se pueden asociar funcionos a formaciones lin- 
gúísticas, y hablar de valores en vez de hablar de sentidos. Así, por ejem- 
plo, las dos expresiones 


ae e 2, 
a Te e, 















que tienen distintos sentidos o intenciones, pues son dos modos de denotar 
x +3, poseen la misma función asociada, a saber: 


Ha) =: 


Una importante aplicación de esto es la asociación de funciones a las 
conectivas. 


+3 


Función asociada a una conectiva, — Desde Aris s hasta la lógica 
moderna — y en ésta, sobre todo, por obra de Frege —- el enunciado (apo- 
fántico) se define como la formación lingilística que tene uno de dos va- 
lores: la verdad (W) o la falsedad (PF), Esta atribución de valores veritativos 
a los enunciados facilita la asociación de funciones a e ennoctivas. 

Una conectiva indica, en efecto, una composición de enunciados, y como 
los enunciados pueden reducirse a uno de los dos valores 05 Y o F, es posible 
considerar una conexión de enunciados como una función asociada con la 
conectiva de tal modo que cuando la conexión es verdadera, la aplicación 
de la función a sus argumentos, en el mismo orden en q la: concctiva en- 
laza los enunciados, dé el valor Y, y F en otro caso. Los campos de argu- 
mentos y “valores” de las iunciones asociadas a Co 1 pues cons- 
tituidos exclusivamente y os valores ve 

Sea la conectiva '4' 16 





























Scthura 
NOVAS E 











da 1), que ya co 
que enlaza enunciados, esquemas 0 adas p 


una conectiva 


PAG. 
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Dada esa conexión, podemos abstraer una función f(p, q), tal que cuando 
la fórmula “paq! sea verdadera, Hp, q) =V, y cuando “paq sea falsa, 
[(p, q) = E. De este modo podemos prescindir del sentido de “A” (que es 
el de “y' en el lenguaje común) y Operar con unas tablas de valores. 
Puesto que p, q, no pueden asumir más que un valor cada uno en cada 
combinación; y puesto que todo el campo de valores que pueden asumir se 
limita a la clase (Y, 2, tendremos los siguientes cuatro pares de valores 
ordenados como argumentos de f (es decir, como interpretaciones de (p, q): 


p q 
MO a A V V 
E V P 
AT e PF V 
A F 


Admitiendo, de acuerdo con el uso de “y' en el lenguaje cotidiano, que 
“pa ql sólo es verdadero en el caso de que ambos, “y y “q”, lo sean, pode- 
mos convenir en la siguiente definición de nuestra función: 


IV, Y) =V, 
EV, F)=F, 
[E W=E, 
HE, F)=YF, 


Con esto hemos pasado de la consideración intensional del sentido de 
la conectiva “a” (“y”) a la consideración extensional de una función verita- 
tiva, f, definida convencionalmente por una tabla de valores para (pares de) 
argumentos, 


La apelación a las nociones de verdad y falsedad no es imprescindible para 
la definición de funciones asociadas a conectivas. Aquí se hace por el punto 
de vista semántico adoptado, 


APÉNDICE AL CaplruLo 1V 
A. Texto citado. -— Aristóteles, De Int., 1IL, 17a 2-3, 


B. Observación. —a 28: la abstracción funcional se justifica más explicita y 
formalmente en el capítulo XV, 
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Sección primera. — EL LENGUAJE DE LA MENTAL 


Cabíruno Y 


IMPOSICIÓN DE ENUNCIADOS, 
LÓGICA DE ENUNCIADOS 


+ 


29. Concepto de la lógica de enunciados. — £n el enpitulo 1 observa- 
2mos que a una formación dada del lenguaje cota pue eden a alas varias 
formas e esquemas (ctx, 3-6), eo el detallo del anólisis que se practique 





con ella, Ási, los ejemplos la y la de aquel ca no se repr 
mero. por el Esquema 1, y luego por el ksquema 
entonces que era fruto de un análisis rudimen isis se limi- 
taba, en efecto, a descubrir ca sn 'emas que enlazan enunciados atómicos, 
pero sin entrar en el análisis de éstos. Por eso lo único que este análisis 
puede descubrir es la forma de los enunciados moleculares, o, más precisa- 
mente, lo molecular de esa forma. En al Esquema 1 del £ tal 1 los enun- 
ciados atómicos están indicados como categoremas, lugares de contenido 
(allí representados por trazos), 

Pues bien: éste es el género de análisis en que se basa la lógica de 
enunciados. La lógica de enunciados estudia la ocmmnos por medio 
de conectivas (cfr, 27), de enunciados moleculares a pa enunciados 
atómicos que no se analizan. 


Ton pri- 


Í dijimos 











se LA 






30. Símbolos clomentales o primitivos de la lógica de enunciados, — 
La primera fase de la construcción de un cálculo, o de un lenguaje forma- 
lizado, es el establecimiento de sus símbolos elemontales o primitivos. 
Los de la lógica de enunciados son los siguientes, que reficjan el género 
de análisis en que se basará la construcción (sintesis) del « ] 






Variables de enunciado. — Ios lugare 
ia lógica de ciadó: están reservados 
ocupar esos lugares las variabies de enun 





PES 
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Los demás símbolos del lenguaje son constantes lógicas, 


Functores veritativos. — La composición de enunciados moleculares a 
partir de enunciados se realiza en el lenguaje común mediante las partículas 
de composición, o conectivas. Como ya se vio (cfr. 28), para la construcción 
de un cálculo esas conectivas pueden sustituirse con ventaja por funciones 
asociadas, o funciones veritativas, que permiten un tratamiento de lás 
conexiones como meras correlaciones de valores. Los functores veritativos 
son los símbolos de esas funciones. 


Functores veritativos monádicos. — Dado un solo enunciado cualquiera, 
el cual no puede tomar más que uno de los dos valores Y y F (sucesiva- 
mente), es posible construir las siguientes correlaciones de valores para la 
aplicación de una función veritativa de un solo argumento (función verita- 
tiva monádica), £n, al mismo: 

















o enun” Valores del enunciado molecular compuesto por la aplicación 
clado (argd> de la función veritativa monádica g, a Pp 
mento) É 
| y 
p gp) glp) | galp) | Balp) 
EN | 
v v F V | E 
lo E -| 
F yo v | 0 DO E Y 








Esa tabla de correlaciones define cuatro funciones veritativas monádicas, 
£: y gz son funciones constantes: su valor es el mismo para cualquier valor 
del argumento. gs es una función que correlaciona el argumento consigo 
mismo. £ da en cambio como valor el contravalor del argumento. 

Sólo la función gy es de uso corriente en lógica; se utiliza como función 
veritativa asociada a la conectiva no”. Se simboliza por *- antepuesto al 
argumento, y se lee no”. Así la expresión 


ed 
se lee “no-p". Su corriente representación por la siguiente tabla coincide 


bien con el uso de la conectiva no” en el lenguaje común 


p | =p (Lectura: =V=F y =F=V”) 


Vi E 
ri V 


COMPOSICIÓN DE ENUNCIADOS. LÓGICA DE ENUNCIADOS Y3 


La tabla puede parafrasearse del modo siguiente (en términos de conec- 
tiva, más que de función): “cuan pad. n enunciado es verdarlero, su negación 
es falsa, y cuando es falso su negación es verdadera 


2" es muestro primer AS VestaBvo, 


EE 





Functores veritativos diádicos, -— Las funciones veritat 


222 


diádicas (de 
dos argumentos) se usan como asociadas a conectivas diádicas. Éstas son 
las que enlazan dos enunciados para componer otro males: Las funcio- 
ncs veritativas diádicas se aplican, pues, a dos valores veritativos como 
argumentos, y dan como valor otro valor veritativo. Hay 18 funciones 
veritativas diádicas ( ,2* ; pues los dos valores de cada argumento, al com- 
binarse con los dos del otro, dan 2% composiciones; y cada una de éstas se 
compone a su vez con los dos valores posibles del “valor” de la función). 
He aquí su tabla: 










l: valores de los enunciados atómicos (argumentos). 
2: valores del enunciado molecular compuesto por la apli 
función veritativa diádica f. a “y, “gl (por este orden, 





































| 2 
Í e AO IS E UE NP A 
pig ! hifolfolfs fa | fo fio [ha ate lis [ha 
a SA ERE Al o o o E: 
viviviviv viriy virlv PIRIFR 
E AE AE A 0 0 E A E 
F viv VIE[ViV|F F|ViF FIV|FE¡E 
Firly PV v vir! VIE¡E IMA 

















E 
É 
j 





No todas esas funciones son de uso corriente en el cálculo de enunciac los 







o fa y fo se han Ublbada: fa Le hs 30 as y ha se han ute 
algunas veces. fa, fe fo y fa son de uso corriente como Éu : as 
a conectivas frecuentes en el lenguaje común. Nuestro estudio se limitará 
por ahora a dichas cuatro funciones diádicas, que son las normalmente 
usadas en la presentación de la lógica de enu moiados, En el capitulo XUZ 
se discutirá y justificará esa limitación. 


fe se usa como asociada a la disyunción no excluyente, O Ses, a o Anc 












enunciados) en el sentido lel “vel latino. Una disyunción no ex e es 
verdadera con sólo que lo se z dos miembros, y í2 n do 
los dos componentes son verd sesenta 
la tabla de fo. Esta función s dos enun- 


ciados en disyunción, y se les * 


pS 


se lee "po q. La forma corriente de dibujar su tabla es 


/ 
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voi V F (Lectura: VvV=V, VyF=V, 
z FyV=V, FyF=PF,) 

viv Y 

Fi¡VvV o F 


Los valores de la primera columna vertical empezando por la izquierda 
son los del primer argumento de la disyunción; los de la primera fila hori- 
zontal empezando por arriba son los del segundo argumento de la disyun- 
ción. En el ángulo superior izquierdo está el functor. El valor de la función 
disyunción para dos valores se encuentra en el ángulo inferior derecho, en 
la intersección de la fila del valor del primer argumento con la columna 
del valor del segundo argumento. 

La función fi, poco usada, es la asociada a la disyunción excluyente, 
al “aut latino (entre enunciados). Su valor es Y cuando uno de los dos 
argumentos es verdadero y el otro falso. Y F cuando ambos son verdaderos 
y cuando ambos son falsos. 

fi se usa como función asociada a la conectiva condicional, o sea, al par 
“si..., entonces... Se simboliza por >”, y se lee Ssi..., entonces...”, 0, sim- 
plemente, Hecha. Asi la expresión 


po E 


se lee: “si p, entonces q" o “p fecha q”. 
La tabla de f, o su dibujo más corriente 


dk F 


Vo ¡|v F 
PpoOvV V 


puede parafrascarso así: un condicional sólo es falso cuando el antecedente 
es verdadero y el consecuente es falso; en los demás casos, el condicio- 
nal es verdadero”. 

La función —> no es tan coincidente con el uso intuitivo como las fun- 
ciones — 0 y. La intuición suele tropezar con el caso tercero de la tabla 
de > (F > V = V), Ello se debe a lo siguiente: en el lenguaje común puede 
confundirse lo que venimos llamando “condición” con la implicación, que 
es la relación lógica por la cual un enunciado “contiene” ya a otro u otros, 
como, por ejemplo, ía es mayor que b” contiene a “b es menor que a, Y tra- 
tándose de esta relación no está, ciertamente, justificado decir que un 
enunciado falso implica otro verdadero. Una observación gramatical puede 
ser útil para distinguir entre las nociones de condicional e implicación. 
La implicación es una conectiva que se escribe entre nombres de enunciados 
o de conjuntos de enunciados, por ejemplo: 

los axioroas de la geometría euclídea implican el teorema de Pitágoras. 


1) 





COMPOSICIÓN DE ENUNCIADOS. LÓGICA DE 


“El teorema de Pitágoras es un nombre del enunciado: la suma de los 
cuadrados de los catetos de un triángulo rectángulo es igual al cuadrado 
de la hipotenusa”. “Los axiomas de la geometría euclídes” es un nombre de 
todo un conjunto de enunciados 

Ex cambio, el condicional > no se escribe entre y 
ciados sino entre enunciados, los cuales son nombres de ho 
cional es, por ejemplo, 






si Juan viene, Luis se va. 


si 


La relación es aquí entre hechos, En general 'p > q" significa una deter- 





minada relación entre el hecho p (expresado por el en: Py y el 
hecho q (expresado por “q. 

Esa diferencia gramatical se debe a lo siguiente: 1 
relación basada en la estructura de los enuncl lados. 
teorema de Pitágoras la que está implicada, la que está “erntenida”, en los 
axiomas de la geometría euciídea, o en la estructura de éstos. Por eso, dados 
los axiomas de la geometría euclídea, puede verse en ellos, sin más ayuda, 
por así decirlo, el teorema de Pitágoras, al que contienen, y que puedo 
deducirse de ellos, En cambio, dado el hecho de que Juan loss: no puede 
verse sin más en él el hecho de que Luis se va. Para saber que Luis se va 
hay que conocer además otro hecho, a saber, que la vonida de Juan es 
condición suficiente de la ida de Luis, o sea, la relación condicional entre 
los dos hechos, Y ésta es una relación empírica, factual 

Una consecuencia de esto es que no será una verdac 
una expresión que conste de *>' entre dos solos enunciados etámicos dis- 
tintos y usado cada uno de ellos una sola vez; por ejemplo: 





pa 
(3 





p>q. 


La razón de ello es que no conocemos la estructura de “p' ni la de “q. 
Pero sí, además, contáramos con las definiciones: 


Toa ra salir 

ey tos, 
entonces podríamos decir que 'p-> q, además de un condicional, es una 
implicación, pues [rs] a [¿=>1'P “contiene” a “=$. 

La fórmula “Tr=os]a[io rio lios es siempre ve 

dera para cualquier interpretación posible) en 
Esto nos sugiere una relación entre el condicio ni 
cación es condicional siempre válido, verdadero p pa 
ción de las variables. Toda implicación es, por t 
un condicional (mediante un condicional ns 
será lo que en el capítulo 1 Hamamos una “verdad A 
condicional puede expresarse como una implicació 













: Tmpli 
interpreta. 
c mediante 
Toro, que 
) Pero no todo 
sólo aquellos 


7 


en] 
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de cuyos enunciados sepamos que constituyen por su estructura condicio- 
nales válidos para cualquier interpretación, 

La utilidad del condicional, que compensa su relativa oscuridad intui- 
tiva, es que permite construir de modo extensional, por meras correlaciones 
de valores, una relación emparentada con la implicación, la cual es, en 
cambio, intensional, depende de las significaciones de los enunciados, ma- 
nifiesta en sus estructuras. 

La función fip se usa como función asociada a la igualdad de valor, 
o equivalencia, que no es lo mismo que identidad de sentido, Se simboliza 
por +” y se lee *...si y sólo si...” o, simplemente, “bicondicional o “doble 
flecha”. Otra lectura corriente es *...equivale a...” Así la expresión 


pod 
se lee: p si y sólo si q”, “p equivale a q”, p doble flecha q”. 


La tabla de la función veritativa <> suele trazarse del modo siguiente, 
que se compadece bien con los usos intuitivos; 


Ss | V F 
Viv F 
FF V 


Pero la aceptabilidad intuitiva de 'S esconde la misma “paradoja” 
que >. En realidad, el nombre de “doble flecha” es más adecuado a 
“5 que cualquier otro. Consideremos, por ejemplo, el enunciado 


(1) Juan viene equivale a Luis se va, 
y comparémosle con 
(2) si fuan viene, Luis se va, 


La diferencia entre (1) y (2) está en que el condicional no excluye que Luis 
se vaya por otras causas distintas de la venida de Juan, aunque éste no 
venga, mientras que la doble flecha de (1) excluye esa posibilidad, Por 
tanto, (1) puede escribirse del modo siguiente: 


(1a) Luis se va si viene Juan, y sólo si viene Juan. 
O, más brevemente: 
(1b) Luis se va si y sólo si viene Juan. 


En esta última formulación se aprecia la presencia de dos condicio- 
nales: 

a) uno es muy visible, aunque con el orden de antecedente y conse- 
cuente invertido. Es el condicional: “Si viene Juan, Luis se va”. 

b) El otro está menos visible: puesto que Luis sólo se va en caso de que 
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venga Juan, entonces si Luis se va, es que Juan viene, Se trata del condicio- 
nal; “Si Luis se va, Juan viene” 
Esquematizando a Juan viene” por 'p' y “Luis se va” por “q”, el enuncia- 
o (1h), que es una traducción dela equivalencia (1), puede esquematizarse 
del modo siguiente: 


lp>qla lg q]. 


Esta conjunción de condicionales es lo que llamamos “bicondicional” y sim- 
bolizamos por 


pod. 


La función fis se usa como función veritativa asociada a la conectiva 
“y”. Se simboliza, como vimos, por 4”, y se lee “y. Asi la exprosi 





paq 


se lee 'p y q. 55 le suele trazar la siguiente tabla, que coincide con el 


2 a 


uso corriente de “y”: 





A Y F 
V V F 
E F F 


o 





El uso de paréntesis, — Además de las variables 
constantes lógicas (Functores veritativos), necesitamos en la práot 
tesis (usaremos corchetes) para precisar la lectura de las expresiones. 
ellos, la expresión 


PDpaq>*t, 





por ejemplo, es ambigua en el texto escrito, pues puede 


e2omo 


p>tgor, 


o como 
lp=ogl=>: 


El uso de los paréntesis en lógica es sustancialmente el m 
en matemáticas, es decir, en general, ei de signos d 
ahorrar algunos paréntesis, se conde corrientem mente « 
más fisio que = y “S, y menos fuerte que —". Ási ] 





Pag —'T 
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Los paréntesis no son símbolos esenciales al cálenlo, como lo son las 
variables y las constantes lógicas. Son un mero expediente de puntuación 
para facilitar la lectura; se puede prescindir de ellos en teoría, y se los 
puede sustituir en la práctica por puntos, espacios en blanco, o por pausas 
en el lenguaje hablado, 


31. Fórmulas «e la lógica de enunciados. — El segundo paso en la cons- 
trucción de un cálculo consiste en definir el concepto de fórmula de dicho 
cálculo, lo cual se hace mediante unas(s) regla(s) de formación. 

Las fórmulas de un cálculo son los elementos homólogos de las ora- 
ciones del lenguaje natural. En el lenguaje natural el concepto de oración 
se define de un modo intensional y apelando a significaciones. En cambio, 
en un cálculo la categoría Fórmula se define de un modo sintáctico, indi- 
ando simplemente, mediante la(s) regla(s) de formación, cómo está permi- 
tido componer los símbolos (concatenarlos) para que el resultado de la 
composición sea una fórmula, una expresión bien hecha, 

Las reglas de formación tienen la forma de condicionales del meta- 
lenguaje del cálculo de que se trate. Una de ellas puede decir, por 
ejemplo: 


Si p' y q son fórmulas, entonces el resultado de concatenarlas 
con “> en el centro, p > q”, es también una fórmula. 


En nuestra definición no usaremos explícitamente la noción de concate- 
nación. 

Las reglas de formación, cuando se dan como varias, se apoyan unas 
en otras: las que permiten comprobar fórmulas más complicadas tipográ- 
ficamente se apoyan en las que permiten comprobar fórmulas más sencillas, 
El conjunto de todas las reglas de formación en ese sentido, que da la 
noción general de fórmula del cálculo, constituye lo que suele llamarse una 
“definición recurrente o recursiva”; el nombre puede entenderse en el sen- 
tido de que cada regla referente a fórmulas más complicadas, convertida 
en línea de la definición, recurre a reglas anteriores, a líneas precedentes 
de la misma definición, las cuales se refieren a fórmulas más sencillas. 

Como es natural, la definición recursiva de la noción de fórmula de la 
lógica (y del cálculo) de enunciados presupone una exacta indicación de 
los símbolos elementales con que se cuenta para componer las fórmulas, 
Recapitulemos pues, para empezar, esos símbolos. 


Simbolos elementales o primitivos: 


1,2 Lotras de enunciado, y, “q, “7, “S, ... (con subíndices si es 
necesario: “pr, qa, ...), tantas cuantas se necesiten, dentro de lo 
que en matemáticas se llama el infinito numerable, es decir, dentro 


del conjunto infinito de los números naturales. 
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ELA A 


2.2 Functores veritativos: +, Y, 1, , tes, 
* Símbolos auxiliares, como “]”, “[”, que pueden ser útiles sin ser esen- 
ciales. 


Hecho ese catálogo, puede pasarse a definir por recursión la noción de 


Fórmulas del cálculo de enunciados: 


DPS plo 8... son fórmulas (atómicas). 
(1D Si X es una fórmula, — X también lo es. 
(1D Si X e Y son fórmulas, X y Y también lo es. 
) Si X e Y son fórmulas, Xa Y también lo es. 
) Si X e Y son fórmulas, X= Y también lo es. 
(VD Si X e Y son fórmulas, X e Y también lo es. 
+ Ninguna expresión es una fórmula del cálculo de en 


virtud de (DVD. 


Los símbolos 'X”, “Y” son varisbles sintácticas (cfr. EA 

La definición recursiva de la categoría Fórmula permito una decisión 
mecánica (algorítmica) de la cuestión de si una exprosió E es O no es 
ima fórmula, sin necesidad de apelar al sentido de dicha expresión. La de- 
finición (entendida como el conjunto de las anteriores líneas (D)-(VIL) ) abraza, 
en efecto, todas las composiciones correctas. Asi, por ejemplo, dada la 
expresión 


:niados sino en 














(3) [E=p=>qlalg 11 >l>p>e, 

para decidir si es o no una fórmula podemos proceder del 
(sabemos que es una expresión del cálculo de enunciodos porque no con- 
tiene más que símbolos del mismo): 

Primer paso: La expresión es un condicional. La inca (W) de la defini- 
ción nos dice que (3) será una fórmula si lo son sus dos compenentos, el 
antecedente y el consecuente. Pasemos al consecuente, que es más corto, 

Segundo paso: el consecuente es también un condicional, Por tanto, 
según la línea (V) de la definición, será una fórmula si lo son su antecedente, 
"— p', y su consecuente, “1. El consecuente lo es por la nca (1). El ante- 
fórmula si lo 
co p=> 1, es pues 


modo siguiente 








Eb 
Ñ 








0 


cedente es una negación. Según la linea (11) 4% será 
es Y. Y p” lo es por la línea (1). El consecuente de (3), 
una fórmula. Pasemos al antecedente: 

Tercer paso: el antecedente de (3) es una conjunción. 
será una fórmula si lo son sus dos miembros. 

Cuarto paso: el segundo componente del antecede 
dicional. Según la línea () de Pe ro ese conc 
una fórmula si lo son “gl y *F, Estas lo son por la lnea (D), 
es una fórmula. 

Quinto paso: el primer componente del antecedent 








+ la línea (IV) 









10 
de (3) es un con- 
“ga y, será 
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dicional, "— p => q. Según la línea (V) de la definición, será una fórmula 
silo son "=p" y “q. 'g' es una fórmula por la línea (1) de la definición. 
"— p” será una fórmula si lo es “p”. “p' lo es por la línea (1) de la definición. 
Luego "=p" y “=p => q' son fórmulas. 

Sexto paso: cl antecedente de (3) es una fórmula, como resultado de 
los tres últimos pasos, 

Séptimo paso; el antecedente y el consecuente de (3) son fórmulas. 
Luego (3) es una fórmula. 

Cada vez que se ha dicho “fórmula” en lo que precede se ha elidido 
“del cálculo de enunciados”. 

Examinemos ahora la siguiente expresión: 
(4) Vpoqgar. 


Se trata de un bicondicional. Según la línea (VI) de la definición, (4) será 
una fórmula si lo son sus dos componentes principales. El segundo com- 
ponente principal es una conjunción. Es una fórmula, en virtud de las 
líneas (1V) y (1), aplicadas sucesivamente. El primer miembro de la equi- 
valencia no es una fórmula por ninguna de las líneas (1)-(V1) de la defini- 
ción. Consecuentemente, por virtud de la línea (VI) de la definición, 
“y p" no es una fórmula del cálculo de enunciados. Por esa misma regla no 
lo es tampoco (4). 

Tampoco en la decisión sobre (4) ha intervenido ninguna consideración 


acerca de su posible sentido, sino sólo la aplicación de la definición de 
Fórmula. 


32. Esquematización de enunciados del lenguaje común por fórmulas 
de la lógica de enunciados. — Un cálculo es una construcción, una síntesis, 
como ejemplifica la definición de Fórmula. Y al ir ensamblando piezas de 
un lenguaje formalizado estamos preparando la máquina del cálculo. Pero, 
como dijimos, esa síntesis se basa en un previo análisis del discurso, análisis 
que nos ocupó en la Parte Primera, Ahora bien: la precisión o aclaración 
de categorías, que es necesaria para la construcción del cálculo, facilita a 
la inversa el análisis del lenguaje común en el que suele estar expresado 
el conocimiento positivo. Vamos a atender ahora al modo como puede pres- 
tar ese servicio analítico la lógica de enunciados. 

A este propósito hay que tener ante todo en cuenta que el superficial 
nivel de análisis propio de la lógica de enunciados, que es un análisis, por 
asi decirlo, “macroscópico”, hace que al esquematizar en su lenguaje los 
enunciados del lenguaje común se pierdan numerosos rasgos de la estrue- 
tura o forma de éstos. Mas, por otra parte, ese análisis “macroscópico” es 
también necesario cuando se analiza el discurso desde un punto de vista 
más detallado o “microscópico”. Pues las conexiones entre enunciados — las 
conexiones “macroscópicas” — síguen siendo relevantes cuando se atiende 
a la estructura interna de los enunciados enlazados por las conectivas. 













“macroscópica” del di 
>, por ejemplo, permite : 
de los enunciados del lenguaje común que parecen ser » : (oraciones 
simples), pero constan de un solo sujeto y dos verbos. La ra molecu- 
lar, y no, como aparentan, atómica, de esos enunciados, como, por ejemplo, 


la forma 





(5) Juan come y bebe, 


se aprecia mejor, excluyendo toda ambigúedad, si se esq 





natiza por 


(Ba) PAG, 


“y 


Tuan bebe' 
Juan bebe”. 





en donde “p” esquematiza “Tuan come”, y q" esquematize 

Así también es Útil para la comprensión de la 
lenguaje — en cuanto que éste ha de servir para i para la expre- 
sión objetiva de hechos -— la reducción de varias con s del lenguaje 
común, cuyo valor veritalivo es el mismo, a£ una única función veritativa. 
Así por ejemplo, los enunciados 











(6) Aunque fuan come, tiene hambre. 
(7) Juan come, pere tiene hambre, 


se esquematizan los dos por 
(8, 7) pASs 


donde “p' esquematiza “Juan come” y s' esquematiza Tuar tiene hambre”. 
'Aunque” y “pero” han sido ambos esquematizados por “A”. 4 es en efecto 
su valor, por más que “aunque” y “pero” signifiguen “y” con sentidos (inten- 
siones) ligeramente distintos. El hecho de que el valor de ambos es el de a 
puede apreciarse observando que tanto (8) cnanto (7) s 
Juan come y tiene hambre, y falsos si fuan no como o no tiene hambre, 
Esto es lo que indica la tabía de “al. 








dadoros si 


ALC 











El siguiente enunciado permite apreciar la inst . de la lógica 
de enunciados para recoger la estructura del discurso: 


(8) Juan bebe más de lo que come. 


Ese enunciado puede sin duda esquematizarse en lógica de enunciados 
por la fórmula 


(8a) gal, 





esquematizando “q” “Juan bebe” y '£ un nuevo em 
“más de lo que come”, y que podría ser “Juan come mn 
este análisis es muy insatisfaciorio, pues Y esquemat 
enunciado de dos verbos: no es aún esquematización de 
mico. Si tomáramos en vez de Tuan come menos que h 





, p 
paráfrasi 
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“come poco”, af sería Enalmente un esquema satisfactorio, pues “f' es- 
quematizaría, como “q”, un enunciado atómico; pero el resultado no sería 
una esquematización de (8). Lo que realmente afirma (8) es una relación 
entre dos clases de cantidades, las cantidades que bebe Juan y las que 
come, En lógica de enunciados no podemos esquematizar una tal relación, 
sino sólo relaciones entre enunciados, nombres de hechos. 

También para esquematizar la disyunción bay que tener presente la 


naturaleza molecular de enunciados que pueden parecer atómicos, Asi el 
enunciado 


(9) Juan come o bebe 
debe esquematizarse por la fórmula 
(Sa) Pp Yg, 


esquematizando “p”, como en los anteriores ejemplos, “Juan come”, y “Y 
“uan bebe”. 
Análogamente, 


(19) Juan es arquitecto o ingeniero 
puede esquematizarse 
(10a) Pr Y Pa. 


Los símbolos variables que se escojan son, naturalmente, arbitrarios. 
Pero cuando se esquematizan enunciados en contexto, hay que tener cui- 
dado de no esquematizar dos enunciados distintos por la misma letra, 
Por eso es útil acostumbrarse a introducir una letra nueva cada vez que 
aparece un enunciado nuevo en el texto de lenguaje natural que se está 
esquematizando. Esto hemos venido haciendo hasta aquí, aunque, por 
tratarse de enunciados sueltos y no en contexto, la precaución era innece- 
saria. No la seguiremos tomando. 

Los ejemplos (9) y (10) corresponden a la tabla de 'v. Pues el que Juan 
coma no excluye que beba, y el que Juan sea arquitecto no excluye que 
sea ingeniero. Se trata de disyuuciones no excluyentes, que son verda- 
deras siempre que lo sea alguna de sus componentes, o cuando lo son 
tos «los. 


La situación no es la misma cuendo la disyunción es excluyente. En el 
enunciado 


(1) Juan es barbudo o imberbe 


es imposible lo que permite la disyunción no excluyente, a saber que sean 
verdaderos los dos componentes, pues Juan es imberbe' es la negación de 
“Juan es barbudo”. De modo que la esquematización de (11) debe ser 


(11a) qY q 
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Obsérvese que Calixto es barbudo o Melibea es imberbe' debe esque- 
matizarse en cambio por Cas yr, 

La fórmula (Lla) se usa fr: 
del principio de tercio pe so le 6) en yA 
o su negación, y sólo uno de los dos, tiene que ser verdad 
que la función v pe ermite que a ambos argumentos sean y 
puede pensarse, que q y — q" no es una buena forma 
de tercio excluso. 

Esto no significa que la afirmación (la) sea una vio de dicho 
principio. Pues (lla) no afirma lo So y q tengan que ser ambos ver- 
daderos: sólo lo permite, (Lla) sigue siendo verdadera con que lo sea uno 
de los dos (lo cual será el caso siempre). Consiguientor , no hay que 
violar el principio de tercio excluso para afirmar “q y e- 

Si se quiere una formulación más plena del principio de tercio excluso 
puede escribirse 


G 3 
E 
E] 
rr 
£ y 
a 
EE 
O 
o 
2 
>) 
pe) 
o 
15] 
ía 
+ 


perticnlar (instancia) 





“un enunciado 
'. Mas, puesto 
, es claro, 
del principio 

















[lg yq] a- [q a ql. 


En general, pare esquematizar una disyunción e a e miembros 
no precisamente contradictorios (como lo son “q” y *-- q%, por ejemplo 


(12) Juan es español o sueco, 
escribiremos 
(12a) [p vg]a[pagi, 


o sea; “fuan es español o sueco, y Juan no es espaí 


La esquematización de ne iones en el cálcu do 4 nos im- 
pane la regla de entender toda negación, desde el punto de vista de cste 
análisis, como negación de enunciado entero (atómico om 21), no de 
partes de enunciados atómicos. Asi, por ejemplo, el en 








(13) Juan no come 


se parafraseará primero como no: juan come”, y se 





(130) cp, 


si p” es la esquematización de Tuan come”. 
Con y UN se esquematiza la conectiva "ni 


£ 


Así el enunciado 





(14) Juan no come ni bebe 
se parafraseará como Juan no come y Juan no bebe”, y se esquematizará por 


(14a) e par. 





Este es otro ejemplo de eliminación de homonimias del lenguaje común. 
La homonimia aquí suprimida es la existente entre “ni, “y no”, tampoco” 
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(pues la misma fórmula (144) es naturalmente el esquema de “Juan no 
come; tampoco bebe”. 
Por último, enunciados como 


(15) Aunque Juan come, no bebe, 

as) Juan come, pero no bebe, 

(17) Tuan come y sin embargo no bebe, 
(18) Juan come sin beber, 


etc., tienen todos el mismo esquema: 
(15, 16, 17, 18) PA q. 


Como hemos visto, el functor => esquematiza un condicional entre 
nombres de hechos, no «una implicación entro nombres de enunciados. 
Asi, por ejemplo, esquematizaremos por 


(192) p>q3 

el emmnciado 

(19) Si Juan viene, entonces Luis se va, 
pero no una implicación como 


(20) si a es mayor o igual que b, entonces, si b es mayor que €, 4 es 
mayor que C, 


aunque en el texto en lenguaje común aparezca escrita como mero condi- 
cional, y no como implicación. Pues lo que (20) quiere decir es 


(202) el enunciado 'a es mayor o igual que 1 implica (“contiene”) el 
enunciado “si b es mayor que €, d es mayor que €. 


(20) es una implicación: la estructura del enunciado atómico ía es 
mayor 0 igual que b' contiene la del enunciado “si b es mayor «que €, a es ma- 
vor que e”. En cambio, la verdad de (19) no depende de la estructura interna 
de sus enunciados atómicos, sino de los valores de verdad que se les atri- 
buya, 0 sea, de que ocurran o no ocurran los hechos expresados por ellos. 


Considerada desde el punto de vista epistemológico o metodológico — es 
decir, por su contenido en conocimiento y el mado como ese conocimiento ha 
sido adquirido — una misma afirmación puede ser unas veces un condicional y 
otras veces una implicación. Así, por ejemplo, el enunciado 


(21 Si Sócrates es hombre, entonces es mortal 


es un condicional si la afirmación se da como afirmación de hecho, de ebser- 
vación. En cambio, si la afirmación se diera como resultado de una investiga- 
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Se , , ] A : ] 
ción fisiológica de la estructura de Sócrates, investigac 
bierto que el morir está inserto, por así decirlo, en la estr 





Sócrates, entonces (21) se za una implicación, expresable 
21a) “ser Sócrates” implica “ser mortal, 

o 

21b) “x es Sócrates” implica 'x es mortal, 


Como aplicación de las anteriores reflexiones vamos a esquematizar la 

[rase siguiente: 

(22) Como el que está suspendido de Análisis Í o no se presentó a 
examen de Teoría li no se puede examinar de Teoría TL si uno 
se puede examinar de Teoría 111 está aprobado de Arálizis 1 y se 
presentó a examen de Teoría IL 


> 





La frase tiene su conectiva principal en la coma que sigue a “Teoría UP, 
la cual cierra la parte que empieza con “Como”. Toda esta primorn parte es 
una explicación del resto de la frase: da condiciones por las cuales es 
verdad el hecho indicado en la segunda mitad de la frare, Se trata, pues, 


de un condicional. Podemos empezar a esquematizar (22) mediante la in- 
troducción del functor >” entre las dos partes de la misma: 











ó a examen 
o uno se 
nálisis ] y se 


(222) [El que está suspendido de Análisis 1 
de Teoría 11 no se puede examínar 
puede examinar de Teoría XL, está « 
presentó a examen de Teoria 1. 





El antecedente de (220) es a su vez un oros de en efecto una con- 
dición de no poderse examinar de Teoría 11, El antocadente de este se- 
gundo condicional es estar suspendido de Análi isis Lo no hahorse presen- 
tado a examen de Teoría 11, Podemos, pues, escribir, con iger os retoques 
de estilo en lenguaje común: 





nl 


ho 
e 
i 


(22b) [ [uno está suspe o de Análisis lv uno no $e presentó a exa- 
men de Teoría 1: —>uno no se Enedo examinar de Teoría 11] 


Vin 





El consecuente de (220) y (225) es también un condiot 


cuente es una conjunción: 


¿ y su conse- 


(Le [ [uno está suspendido de Análisis ly uno no se presentó a exa- 
t 
men de Teoría 11] > uno no se puede Y de Teoria 111] 
=> [uno se puede exarninar de uno des aprobado 
A i uno se presentó a cxamen de 
de Análisis la uno s sentó a 31 


E 





e 
Ó 
ni 
Ls 
E 
ca 
pst 
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La Hrase está ahora formulada como composición de enunciados atómi- 
cos mediante conectivas (que entendemos funcionalmente). Pero observa- 
mos que, por no haber corregido el texto inicial en lenguaje común, tenemos 
un mismo hecho expresado de dos maneras: “estar suspendido” tiene como 
negación no estar suspendido” y no “estar aprobado”, como aún tenemos 
en (22c), Normalizaremos pues antes de terminar la esquematización: 


(22d) [ [uno está suspendido de Análisis 1 y uno no se presentó a exa- 
men de Teoría 1] > uno no se puede examinar de Teoría 111] 
> [uno se puede examinar de Teoría 11 => [uno no está suspen- 
dido de Análisis 1 A uno se presentó a examen de Teoría 11] ]. 


Tomando ahora sucesivamente “p”, q, 1” como esquemas de los enun- 
ciados atómicos no negados en el orden en «que se presentan en (22d), po- 
demos esquematizar (22) del modo siguiente, basándonos en (22d): 


(22€) [lpv=ql>-1]>ir>[=paql]. 


Aplicando nuestras convenciones para el aborro de paréntesis, tenemos 
finalmente: 


(22f) Ipr=qg>o-riolro-pagl. 


33. Sobre la notación de las funciones veritativas. — La notación de las 
funciones veritativas, de acuerdo con el uso corriente en matemáticas, exigiria 
escribir el functor a la izquierda de los argumentos (“variables independientes”), 
por ejemplo, en vez de 'pAg, 


Alp, q), 


que podría leerse “conjunción de p, q”, o “función a de p, q. Esto es lo que 
realmente entendemos al leer “paq, puesto que no utilizamos las conectivas 
mismas, sino sus funciones veritativas asociadas. Pero la notación de esos functo- 
res como si fueran conectivas tiene la ventaja de recordarnos la realidad lin- 
gúística de la cual han sido abstraidas las funciones. Lo importante es tener 
siempre presente que los símbolos usados son functores, no particulas conectivas, 
y que representan funciones de valores veritativos, no conexiones lingúísticas. 
Éstas están representadas sólo en segundo lugar, a través de la abstracción fun- 
cional (cfr. 28). 


APÉNDICE AL CAPÍTULO V 


B, Obsereación. —a 30 ss.: la notación aquí usada de los functores verita- 
tivos es la de H. Scholz. Hay otras también corrientes, especialmente en la Jite- 
ratura anglosajona. La tabla siguíente muestra las correspondencias entre las 
principales notaciones: 
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CaríruLo VI 


LA ESTRUCTURA DE LOS ENUNCIADOS ATÓMICOS. 
LÓGICA DE PREDICADOS 


34. Concepto de la lógica de predicados. -—— Caracterizamos antes la ló- 
gica de enunciados por el género de análisis del discurso que presupone, y 
vimos que ese análisis deja sin tocar los enunciados atómicos, o sea, aquellos 
que no contienen ninguna conectiva. Por el mismo camino puede caracte- 
rizarse la lógica llamada “de predicados”, “de términos” o “cuantificacional”: 
ésta se basa en un análisis que penetra también en los enunciados atómi- 
cos, distinguiendo sus diversos elementos gramaticales. 

Casi toda la lógica aristotélica, medieval y clásica es una lógica de pre- 
dicados. El propio Aristóteles introdujo una primera simbolización de la 
estructura de los enunciados atómicos más sencillos, usando una letra ya- 
riable o esquemática para indicar el lugar del predicado (nominal, general- 
mente), otra para el sujeto, y el verbo “se da en', sin simbolizar, para ex- 
presar la relación entre el predicado y el sujeto. Por ejemplo 


Á se da en B. 
La notación medieval y clásica, 


S es P, 


invierte, por adecuación a la lengua latina, el orden de las variables, y 
sustituye el verbo “darse en”, que es seguramente más apto para usos lógicos, 
por el verbo “ser, cargado de connotaciones filosóficas, 

La universalidad del uso del verbo “ser” esconde una diversidad de es- 
tructuras de enunciados atómicos del tipo más sencillo. Por ejemplo, cuando 
se dice 
a) Juan es alto 


se está generalmente queriendo decir una de dos cosas: o bien que la 
altura se da en Juan, como decía Aristóteles, y, consiguientemente, el ad- 
jetivo “alto” conviene al nombre Tuan', en cuyo caso la notación hoy co- 
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rriente es “Ad”, con la constante “A” por 
lo que da, con variables, el esquema 


(a) Lx 


la constante “£ por ua, 


o bien se está queriendo decir que Juan pertenece a la clase de las cosas 
altas, en cuyo caso la notación hoy corriente es "ae A' a es un miembro de 
la clase A”), y, en esquema 


ab) xed. 
£sos son ya dos sentidos de la partícula “es. Cuando se dice 
2) el hombre es mortal, 


no se está diciendo con “es” lo mismo que en el caso de Pues “el hombre” 
no es ningún símbolo de individuo, y, por tanto, la relación de Hombre con 
Mortal no puede ser la pertenencia de individuo a « ni la relación 
de un manadas con una 1 propiedad suya. No: eE el abeeoo H ombre el as 


Son 








significn pclisoa de una subclase en una Laa 
esta acepción de “es” por “C”. Ási (2) se simboliza 


(Za) aCBo0Cc8 





con *C' en vez de “C” para admitir la posibilidad de que « sea 1 
, SR 
Í 


clase impropia de £. En este último caso, que se da, por ejemplo, en el 
enunciado 
(3) todos los asturianos son de la provincia de Úviedo, 


la acepción de “es” se simboliza por “=, para denotar la igualdad de la 
clase de los asturianos con la clase de los naturales de la provincia de 
Oviedo: 


(Ba [e Alem] £, 
cuando la relación se contempla extensionalmente; y por 
(Bb) () [Pre 0Qx, 


x es 
como 


para expresar la equivalencia entre los ecu 
raitural de la provincia de Oviedo”, cuando la relaci 
relación entre propiedades. 
Cuando la equivalencia en cuestión debe entenderso como definición, 
escribiremos, según dijimos, 





(30) PX Sau O, 


$] 


Por último, “es” puede significar también la identidad 
de individuos, como, por ejemplo, en el enunciado 


entre simbolos 
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(4) Clarín es Leopoldo Álas 


La identidad entre símbolos individuales se simboliza por “=" 


iz] 


(La) x=8, 


en la notación extensional a la que también pertenece “C'; y por el predi- 
cado diádico “P, cuando interesa conservar una notación predicativa: 


(4b) Ixy. 


Isas simbolizaciones permiten explicitar en cada contexto la acepción 
de “es” o “son” que interesa en el universo del discurso en que uno se está 
moviendo. La notación que interesa en el universo del discurso de la ló- 
gica de predicados es la de (la) y (4b). Todas las demás pueden reducirse 
a ella, con los correspondientes cambios de sentido, del mismo modo que, 
por otra parte, ella puede expresarse en esas otras, Pero en cada traduc- 
ción se cambia el punto de vista (el de las clases por el de los predicados, 
y Viceversa). 

Así, por ejemplo, para expresar (2) en la notación de (la) se escribirá: 


(2b) 0 [Ex => Mx], 


notación que no conserva explícita la idea de clase, las clases Hombre y 
Mortal, sino las propiedades correspondientes, usadas como predicados 
de individuos. 

La fórmula (4b) permite apreciar otra diferencia importante entre la 
notación hoy corriente para la lógica de predicados y la tradicional. Esta 
segunda diferencia consiste en lo siguiente: la lógica tradicional entendia 
por “predicado” un término atribuible a (o negable de) un solo sujeto cada 
vez, en el sentido de que, por ejeraplo, el enunciado 


(5) Juan, Luis y Pedro son altos 


debe entenderse como 


(Sa) Juan es alto, y Luis es alto, y Pedro es alto, 
o, en esquema, 


(5b) PxaPyaPz. 


(5b) es un análisis correcto de (5), también desde el punto de vista de la 
notación actual, Pero hay otras nociones que no pueden analizarse como 
predicados de un solo sujeta, y a las que conviene, sin embargo, considerar 
también propiedades, y predicados, por tanto, a sus nombres; pues en 
todo lo demás se comportan del mismo modo. Sea, por ejemplo, el enun- 
ciado 


(6) Luis es amigo de Juan. 
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Es «aro que el esquema 

Pxa Py 
no refleja la estructura de (8), sino que esquematiza més bien un enun- 
ciado tan ambiguo como 

Luis es amigo y Juan es amigo, 

. nz Ya 3 : e 
sin que se sepa de quién. Introduciendo el predicado “A”, “ser-amigo-de-fuan', 
podría, desde luego, establecerse el esquema 
(Ga) Ax, 


que se leería x es-amigo-de-juan'. Pero ese esquema no es del todo sa- 
T 


tisfactorio, porque esconde la presencia de un segundo ye individual 





en (6). En realidad, la propiedad que importa en (6) afocta al par de in- 
LaN 


(6) por 


dividuos nombrados: es una relación, Esquematizarcrnos 
(65) Áxy, 
o, en esquema, con sólo variables, 


(6c) Ray, 





donde "El (o “A en (66) ) esquematiza simplemente “ser-: 
lee 'x tiene la relación K con y', cuando interesa destacar la noció 
ción. En otro caso se lee simplemente “erre equis y”, del mismo modo 
que “Px' se lee abreviadamente “pe equis”. 

Con esto se admiten como predicados, o simbolos pr 
neral, no sólo los que van seg vidos por un solo símbolo de indi 
son los predicados o símbolos predicativos monádicos, que, cuando son 
constantes, significan atributos, propiedades de un súlo individuo e la vez), 
sino también los que van seguidos de dos o más símbolos de dividaos 
(predicados díádicos, triádicos, ..., n-Aádicos). 












35. Simbolos eleomentalos y primitivos de la légica de prerlicados, — 
ll lenguaje de la lógica de predicados requiere por de pronto variables y 
constantes individuales: 


EME O a 
y predicativas: 


E O e, RA 


y, entre las predicativas, tanto monádi 


ser conveniente indicar de un modo ex 
cuál es el alcance de un símbolo a 


E, 
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Cuando se necesite, se indicará mediante un subíndice, p. e: 
Paya. 


Como en el caso de las letras de enunciado, también en éstas po- 
demos usar subíndices al componer el símbolo. Y entonces, en los simbolos 
predicativos, podremos encontrarnos con dos subíndices: uno que indica 
el alcance del predicado, su número de argumentos (como también dire- 
mos), y otro que es aún parte del simbolo. Convendremos en que este 
último se escribirá debajo del otro. (La complicación carece aquí de im- 
portancia porque nunca nos encontraremos en ese caso.) 


En realidad, el uso de subíndices es la mejor solución para consideraciones 
teóricas, Pues, por un lado, no hay tantas minúsculas latinas (por ejemplo) 
cuantos individuos deben suponerse en cualquier universo del discurso científico, 
por elemental que seu. Y, por otro lado, el uso de subíndices simplifica la nota- 
ción, al permitir no usar más que una letra para cada categoría de variables. 
En la práctica necesitaremos pocas letras. Por eso podemos permitirnos el uso 
de varias y sin subíndices (salvo para indicar el alcance de predicados). 


Las variables y letras de enunciado en general son también elementos 
de la lógica de predicados, la cual incluye a la de enunciados para formar 
un solo sistema, Ello por dos razones: primera, que una mera notación 
de la estructura interna de los enunciados atómicos no puede constituir 
por sí misma un lenguaje, pues en un lenguaje los enunciados atómicos se 
combinan o componen para formar enunciados moleculares; segunda, que 
a veces puede convenir combinar enunciados atómicos analizados cón otros 
sin analizar. Por ejemplo, si es posible demostrar tanto 


p=>Bxy 
cuanto 


=p > ExY, 


entonces se podrá afirmar como demostrado el enunciado “Rxy', aun sin 
tener analizado “y”, 

De esta reflexión se desprende que todo el lenguaje de la lógica de 
enunciados debe ser parte del de la lógica de predicados, y, por tanto, que 
todos los símbolos elementales del primero lo son del segundo, En este 
sentido se dice que la lógica de predicados (con la limitación que se verá 
en seguida) constituye el sistema de la lógica elemental (lógica de enun- 
ciados más lógica de predicados, puede decirse). 


Los paréntesis tienen un papel esencial en lógica de predicados, y no 
sólo el de cómodo expediente de puntuación. Pues, según vimos, los parén- 
tesis se usan como notación del cuantificador universal o generalizador. 
Por tanto, será conveniente distinguir a partir de ahora el uso de los parén- 


ENUNCIADOS ATÓMICOS. LÓGICA DE PREDICANOS 93 


tesis como notación del cuantiícador: para ello usare: 
por ejemplo: 


C), 
mientras que para £nes de puntuación seguiremos usando 
(En el castellano que usamos como metalenguaj ajo intuitivo, di 
paréntesis de un tercer aspecto tipográfico.) 
Por el uso de los cuantificadores se distinguen dos nivo! 
la lógica de predicados. Si los cuantificadores no pueden «fc: 
variables individuales, en las formas 


(0, lx, 





si2 CUIVOS, 







corchetes, 
mos de 


5 u órdenes en 
+ más que a 











ordon. Si los 
as, ea las 





el lenguaje pertenece a la lógica de predicados de p 
cuantificadores pueden afectar también a variables 
formas 





(P), GP, 





las expresiones con esas cuantificaciones pertenecen a la 14 


dos de segundo orden, Hay diferencias importantes entre las dos, y en lo 
que sigue, hasta el capítulo Xi, consideraremos sólo la ds ca de preci 





ca de predica- 





ga 


cados de primer orden, que es la única que integra lo que ! s llamado 
“sistema de la lógica elemental, 
Las variables cuantificadas en una fórmula se Vaman “ligadas”, las 


demás se llaman libres”. Así en la fórmula 
Co1yPxgz, 
“a e y están ligadas, “P” y 7 están libres. 

En la lógica de al de 1 primer orden las únicas var 
bles son las individuales. Esto quiere decir que ellas son la 
deras variables de ese lengua aje. Pues un símbolo que no se puede ligar 
(cuantificar) está de algún modo ya determinado; O ses, cump 
mente función de constante o de parámetro. Á la inversa, no lo 
ligar (cuantificar) una constante c un parámetro. Sería, por ejemplo, un 
absurdo decir “todo Miguel de Cervantes Saavedra es autor del Quijote 

De esto se desprende que ni los símbolos predicativos ni los de eman. 
ciado son verdaderas variables en la lógica de predicados de primer orden; 
pues no se admite su cuantificación. Unas y otras letras son més bien pará- 
metros. 

Visualizaremos el anterior repaso en la siguiente 















G 


Tabla de los símbolos elementales de | 





iógica de p 


S 


1. Los símbolos elementales de la lógica de enunciados: 
Y. Letras de enunciado: Y, 9, E 0 o 


2. Functores veritativos: A, y, la, >, SS, 


o 
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2.7 Variables y constantes individuales: Y, Y, Z, 0. Ry 0. Zas «0. 
A DC Oc Cas ds 
3." Letras predicativas: P, Q) Boo Polos Raros A, BB, Eo... 


Ar... Co, 
4.* Cuantificadores: (Y, Y, 
5. Signos auxiliares de puntuación: T', “P. 


Se observará que no recogemos al descriptor entre los símbolos elemen- 
tales o primitivos de la lógica de predicados, a pesar de que alguna vez lo usa- 
remos. El motivo de no recogerlo ahora es que las reglas de formación se com- 
plican con su presencia, y aún más las reglas de transformación. En efecto, una 
descripción no es propiamente un nombre, una constante, sino, como decíamos 
en 26 una “especie de nombre”. En el uso normal de un nombre, existe un in- 
dividuo nombrado por él. Éste no es siempre el caso con las descripciones. 
Por ejemplo, la descripción 


(rx) [x es el rey de España que reinó de 1931 a 1936] 


no puede cumplirse para ningún x; es, como suele decirse, una “descripción 
vacía”, Análogo problema se presenta si hay más de un x que cumple la des- 
cripción (como podría ser la opinión conjunta de un grupo de carlistas e isabe- 
linos sobre la anterior descripción). 

Pero el prescindir del descriptor no es grave, porque una descripción puede 
en general eliminarse mediante otros simbolos — sierapre que la descripción 
forme parte de un enunciado —. Por ejemplo, en el enunciado 


el rey de España que reinó de 1931 a 1938 era alto 


la descripción “el rey de España que reinó de 1931 a 1936' puede eliminarse 
reconstruyendo el enunciado del modo siguiente, que ya no tiene ninguna des- 
cripción: 
Hay un x tal que x era rey de España, x reinó de 1931 a 1988, y xz 
era alto. 


36. Fórmulas de la lógica de predicados de primer orden. — En la 
definición siguiente, las mayúsculas negritas, como “P”, son variables sin- 
tácticas para designar símbolos predicativos, y las negritas minúsculas, 
como “x”, son variables sintácticas para símbolos de individuo. X” e “Y 
son, como de costumbre, variables sintácticas para fórmulas. 


Definición de Fórmula de la lógica de predicados de primer orden: 


0) PY rc Pl, «.«. Sa som fórmulas (atómicas). 
ID Px zx... x. es una fórmula (atómica). 

(11D) Si X es una fórmula, — X también lo es. 

(IV) Si X e Y son fórmulas, X y Y también lo es, 

(Y) Si X e Y son fórmulas, XA Y también lo es. 
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(VD) SiX e Y son fórmulas, X-—>Y también lo 

(VIO Si X e Y son fonmólás X o Y también loe es. 

(VID Si X es una fórmula, (60X también lo es, 

(A) 51 X es una fórmula, ExX también lo es. 

(A) — Ninguna expresión es una fórmula de la lógica de predicados de 
primer orden sino en virtud de (D-AX). 


La anterior definición permite una decisión normada de a cuestión de 
si una dada expresión de la lógica de predicados de primer orden es o no 
una fórmula de la misma. Ási, por ejemplo, la expresión 


ES) (0 [Px > Ox] a (Rx > Pal > (Rx => Qu], 








es una fórmula, como puede establecerse por aplicaci 
líneas (VD, (VID), (VD, (1) (dos veces), (W), (VIO, (Y 
(VILO, (VD), (1) (dos veces). 

En cambio la expresión 


(8) (0) ly a Pa] 


no es una fórmula. He aquí su análisis: por la línea (VIE), (8) es una fórmula 
si lo es 


ción veces), 


y 





(52) yaPz, 

Por la línea (IV), (84) es una fórmula si lo son “y”: una fórmula 
por la línea (1) de la definición. Pero “y' no es irtad de nin- 
guna línea de la definición. Entonces, por la ln sa EX a. Y poes una Í Jórmola, 


Luego tampoco lo es (84), ni tampoco, por tanto, (8). 

La anterior definición excluye de la clase de los a e le la lógica 
de predicados de primer orden muchas que pueden serlo de la E segundo 
orden, como, por ejemplo, 


(9) (Py09) Uy [Px > Pyl, 








Pues ninguna de las líneas (1)-(1X) permite una cuantificación 

Luego, por la línea (X), una expresión con esa consirucción queda excluida 

de la clase de las fórmulas de la lógica de predicados de primor 
También quedan ice de esa clase expresiones como 


(10) PQ, 


mientras que en otros sistemas lógicos hay expresiones muy emparentadas 
con ésa y que son fórmulas. 









37. qien Gización de enmnciados del lengua] 
de la lógica de pr os de primer orden, 
lares más sencillos matado: en 32 en eli 





a 
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las de la lógica de enunciados de primer orden, que el de precisar la es- 
tructura de sus componentes atómicos. Así, por ejemplo, el enunciado 


(11) Juan come y bebe, 
que en 32 figuraba como (5) y tenía la esquematización 
pde 
se esquematizará por 
(La) PxA Qx. 
El ejemplo (8) de 32, que numeraremos aquí 
(12) Juan bebe más de lo que come, 


quedaba, según vimos, mal esquematizado con los solos medios de la ló- 
gica de enunciados. El lenguaje adecuado para esquematizarlo es el de la 
lógica de predicados de primer orden. Para ello conviene analizaro, con 
objeto de entender bien las relaciones que hay que esquematizar. 

El enunciado (12) contiene el nombre de una entidad individual 
— “Juan —, pero alude además a otras entidades individuales, a sáber, 
conjuntos de sólidos comidos por Juan y conjuntos de líquidos bebidos 
por Juan. De esas entidades individuales, una, Juan, está determinada uni- 
vocamente. Dicho de otro modo: “Juan” es una constante. En cambio, las 
otras entidades individuales o concretas están aludidas genéricamente: el 
enunciado nos dice que de un par de cantidades cualesquiera, una de las 
cuales sea la del alimento sólido comido por Juan y otra la del líquido be- 
bido por Juan, la segunda es mayor que la primera. El enunciado (12) tiene 
pues, aunque no se vean, lugares de argumento para cantidades de ali- 
miento sólido y para cantidades de líquido, unas y otras consumidas por 
Juan. Según esto, el enunciado (12) debe esquematizarse con tres símbolos 
individuales: una constante (para Juan”) y dos variables individuales. Pon- 
gamos “a” para Juan, 'x' e “y”, respectivamente, para cantidades de líquido 
bebido por Juan y cantidades de sólido comido por Juan. 

En cuanto a los símbolos predicativos, harán falta tres: uno para “beber”, 
otro para “comer” y otro para mayor que', Tomemos, respectivamente, B', 
Cy, 

Por último, la afirmación de que la cantidad de líquido bebido por Juan 
es mayor que la de sólido comido por Juan no está limitada en (12) a 
ningún orden de magnitud preciso: vale para todo par, (x, 11), que se con- 
sidere. Esto quiere decir que tendremos que cuantificar las variables del 
esquema con el generalizador. 

Si interesa mucho una aplicación de la lógica a esta “teoría de la ali- 
mentación de Juan”, aún será necesario explicitar otra variable individual 
más, representativa de lapsos de tiempo. Juan bebe más de lo que come" 


ENUNCIADOS ATÓMICOS. LÓGICA DE PREDICADOS 97 


se refcrirá en efecto, en esa “teoría de la alimentación de | 
período de la yida de éste, o 2 toda su vida. Para dar la ind 
tiempo, que no importa en lógica pura (ni en sintaxis ni en semántica, pero 
sí en pragmática), habrá que considerar cuáles son los lapsos de tiempo 
que interesa tomar como unidades — como individuos —en el onntexto 
particular. En una “teoría de la alimentación de fuan” sería razonable 
tomar como unidad de tiempo, como individuo temporal, el día, y no el 
segundo o el minuto. El universo del discurso de la “teoría de la alimen- 
tación de Juan” tendrá pues, suponemos, una serie de individuos que son 
dias. Los esquematizaremos con la variable “E. 
El resultado del anterior análisis es la siguiente traducción de (12): 





EAN Para todo día, dl, y para todas las cantidades, x, y, six e 
tidad de líquido bebido por juan el día d e y es la cantidad de 
sólido comido por Juan el día dd, entonces x es mayor que y. 


Lo cual puede esquematizarse, con los simbolos que hemos escogido, por 


(2h) (DOG) [Bad a Cayd o x0> yl. 





Esa fórmula supone un determinado universo del «isounrso — el de la 






“teoría de la alimentación de Juan” —, pues no pre del que 
pueden tomarse valores para las variables E, 4, Y, x, no precisa 


las clases de objetos cuyos nombres pueden ocupar en la fórmula los lu- 
gares de dichas variables, Para analizar completamente (12) desdo un punto 
de vista de lógica pura, sin presuponer el universo del discurso de la 
1 3 te . dd El 2 

teoría de la alimentación de Juan”, habria que precitor esos campos 
le las variables. Esto puede hacerse introduciendo los predicados ser-un- 
de las variables. Est de troduciendo los preEcados ís 
día” (que simbolizaremos por D), “ser-una-cantidad-de-línsido” (que sim- 

Í / E e 


balizaremos por “L”) y 'ser-una-cantidad-de-alimento-sólido” (que simbali- 











4 


zaremos por 8”). De este ulterior análisis resulta el siguiente esquetas; 
(120) (DONUN IDA a Exa Ey a Baxd a Cayd > 2 > y]. 


qu 
bilidad de error uo se da fácilmente, como en cambio ocurre en lógica de 
enunciados, con expresiones del tipo (11), es decir, con en dos de un 


sujeto y varios verbos; sino más bien con enunciados de varios sujetos y 
un solo verbo, por ejemplo 


Al esquematizar enunciados que parecen atóraicos y no lo son, la posi- 





as) Juan y Luis juegan, 
que puede esquematizarse por 
(3a) Pxa Py, 


o por 
Jaalb, 
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si en la esquematización no se quiere perder la alusión a nociones y sujetos 
determinados. 

Pero no es seguro que esa esquematización sea fiel. La corrección de la 
esquematización “depende de lo que se haya querido decir con el enun- 
ciado (13), ambiguo como suele o puede serlo todo enunciado del lenguaje 
común una vez desligado de su contexto. Pues si lo que se quería decir era 
más bien 


(14) Juan y Luis juegan el uno contra el otro, 
entonces la esquematización más fiel habría sido 
(14a) Bx4, 


pues tal vez se quería significar la relación entre Juan y Luis disputando 
una partida, y no la mera coincidencia del hecho de que Luis juege y el 
hecho de que Juan juega, La recta comprensión del texto en lenguaje 
común es, naturalmente, presupuesto necesario de toda buena esquema- 
tización. : 

En el capítulo Í vimos que un enunciado como 


(5) todos los árboles son vegetales, 
debe entenderse, para explicitar las variables individuales, como 
(152) todo lo que tiene la propiedad árbol tiene la propiedad vegetal, 


Por nuestro conocimiento del oficio pronominal de la variable, damos en 
seguida con la esquematización siguiente (con “P” por “ser-árbol' y “Q” por 
“ser-vegetal): 


(15b) (0[Px > Ox]. 
En cambio, un enunciado como 
(16) algunos árboles son altos, 
entendido, con pronombres (variables), 
(161) algo tiene la propiedad árbol y la propiedad alto 
se esquematiza (con “P” por “ser-árbol y *Q” por “ser-alto”) 


(16b) Ha[Pxa Ox]. 


La presencia de “A en (16D), en vez de > en (15D), ilustra sobre la afir- 
mación de existencia propia del particularizador. 

Cuando el lenguaje de la lógica de predicados se utiliza para el análisis 
y la formalización de teorías cientificas o de textos en lenguajes étnicos, 
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es siempre conveniente tomar símbolos constantes que ep anton no- 
ciones de la teoría a del texto que se está formelizando: constantes, esto 
es, que no son constantes lógicas, sino empíricas, Ta: es útil no tomar 
las variables sobre el universo del discurso, incualificado, de la lógica pura, 
sino sobre campos especificos de la teoría que interese. Ya hemos usado 
tales variables sobre universos del discurso de teorías positivas en la dis- 
cusión de (12), y hemos visto cómo se pueden elimina: al 
universo del discurso de la lógica pura. Pero, además ento, 
la introducción de constantes no lógicas es necesaria en e el o inicial de la 
formalización, o sea, al establecer la lista de simbolos p no defi- 
nidos) del lenguaje a formalizar, símbolos que corresp 
ceptos primitivos (indefinidos) de la teoría estudiada. P: 
lista de esas constantes es necesario un análisis previo de la £ 
tión, a menos que ésta se encuentre va relativamente Forn 
sin una simbolización muy normada, por los propios ciontí 
que la han construido, En este caso, dichos cientificos 
cuáles son las nociones que quieren tomar como prh 
habrá que hacer en este primer paso será asegurarse de 
ción es coherente y cómoda, 

Consideremos, por ejemplo, los axiomas de la teoría de los números na- 
turales, o aritesética, propuestos por €. Peano (1858-1932), o sólo los cinco 
de sus nueve axiomas que son propiamente aritméticos. (Los otras cuatro 
son lógicos. También en la presentación antigua de los Ele 
clides se encuentran unas mociones comunes”, que son y 
y unos “postulados”, o axiomas propiamente geométricos, 
rectas, puntos, ete.). 

Esos cinco axiomas (en 
son: 

















Eno 


o 
Lo 
3 
(0 









os que número” quiere decir 


o 


l es un número. 

El siguiente de cualquier número es un número, 
Dos números no tienen el mismo siguiente, 
ino es el siguiente de ningún número, 

Toda propiedad que pertenezca a 1 y al siguio 
que la posea, pertenece a todo número. 


"e 


as 


2 


ARS 
Up US do A 
O mr AS 








Como nociones primitivas de eso conjunto axiomático podemos 
derar las siguientes: 1, número (la propiedad de ser un 
(da propiedad de ser siguiente de, que es una rola ación E 
presada con otros términos técnicos en matemáticas) y la propi 
idéntico a (la relación de identidad). Todas esas no 
cogerse mediante constantes no-lógicas al esqu Nay 
(1.9-8,). Tomemos, por ejemplo, los simbolos “e, “Y, 5, 


moslos a aquellas nociones por el mismo orden en que las 


consi- 










nto EX- 
1 1 de ser 











E 


hemos entrae- 
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rado, Con esas notaciones el axioma (1. puede esquematizarse por 
(a) Na. 
El esquema del axioma (2.") es 
(220) — (9)NASyr > Ny]. 


El axioma (3, se refiere, naturalmente, a dos números cualesquiera, 
a todo par de números y a todo siguiente de ellos. Su esquema es: 


(3%) WAI Ny a Lxy a Szx a Suy >= [zu]. 
El axioma (4. puede esquematizarse por 
(4.4) — Ux[Na a Sax]. 


Para empezar la esquematización del axioma (5.") omitiremos por el 
momento la cuantificación inicial, y consideraremos la estructura de lo 
afirmado. Se trata de un condicional: que una propiedad pertenezca a 1 y 
que, si pertenece a un número, pertenezca a su siguiente, es condición 
de que esa propiedad pertenezca a todo número. El consecuente de (5.%) 
es, pues, llamando *P” a la propiedad en cuestión: 


GO)[Nx=> Px]. 


El antecedente de (5. es una conjunción de dos enunciados. El pri- 
mero pone la condición de que 1 tenga la propiedad “P”: 


Pa 


El segundo pone la condición que hemos parafraseado ya y que puede 
esquematizarso así: 


(OGNINa Syxa Px > Pyl, 
El conjunto del antecedente de (5.9) es pues: 
Paa (y) [Nxa Syx a Px —> Py]. 


Y la totalidad del axioma, menos la cuantificación inicial, se podrá es- 
quematizar por 


(5.4) Para (OGNINA Syxa Pa => Py] > (03 [Nx > Pa]. 


Veamos ahora la cuantificación inicial aún no recogida, Ésta es una 
cuantificación de *P”, pues (5.%) dice que (5.4) vale de toda propiedad P. 
Consiguientemente, el esquema completo de (5.9), en la versión, no muy 
afinada técnicamente, que hemos elegido, es 


(5.*b) (Pia a (OMYINxa Syxa Px > Py] > (0) [Nx >Px] ]. 
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Por la cuantificación de “P', (5.b) no es una fórmula de la lógica de 
predicados de primer orden, sino de la de segundo orden. Lo mismo ocurre 
entonces con el axioma (5). Un enunciado como 
«uematizarse suficientemente en el lenguaje de la 
primer orden. No pertenece a ella, 

En relación con lo que antes se vio sobre la suposición de determina- 
dos universos del discurso en la aplicación de la lógica a la esquematiza- 
ción y formalización de teorias positivas, debe observarse ahora lo si- 
guiente: en la esquematización de los axiomas de Peano 
siempre explícitamente que los objetos o individuos cop 
meros, Esto quiere decir que aquellos esquemas se basa 
del discurso de la lógica pura, en el cual los individuos son 
sin cualificar, y hay por tanto que expresar explícitamo 
relevante (aquí la de número natural, N'”). Dando, en cambio 
el universo del discurso de la aritmética, no es necesario : 13 enióaio 
predicativa “N” más que cuando esté explícitamente usada ya en el texto 
en lenguaje común. Con esta simp ificación notacional-—o sea, presu- 
puesto el universo del discurso Bs: a aritmética —los axiomas (1.5)-(B,9) 
podrían esquematizarse así: 


(1) Na. 

2) ()(ISy My]. 

(32H) CHN) CO Gl lag a Szx a >= Eu], 
(45b) e Ex Sax. 

(5.0) (BilPaa CO(ypilEyea Pa > Pg] > GP. 














pl 
1 


E 


38. La implicación en la lc de predicados de 3 
Con la notación de la lógica de predicados or 










vente di 
1, Por ejem- 


birse simples condicionales de la misma O PR 
versos de la implicación, que los usados en lógica de emunc 
plo, la fórmula 


(17) Pas Qa 


es un mero condicional, pues no sabemos nada de la razón por la cual 
existe una relación entre que £ sea P y que e sea (2. Esta rolarión se nos 
presenta como mero hecho empírico. 

Mas supongamos que dicha relación vale para todo individuo, es decir 
que 


(18) (0 [Px > Ox]. 














Entonces sabemos además, por lo menos, que la relación 
el ser O es universal. Se recordará que en la discusi el con- 
dicional y la implicación hallamos que implicación es gene- 


ralizado, universalmente verdadero. Por eso se ye cormánmente en fórmulas 
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como (18) un género de implicación, a la que suele llamarse “implicación 
formal. 

La interpretación en que se basa ese nombre responde a la reflexión si- 
guiente: puesto que para todo individuo el ser P hace que sea Q, debe 
haber una relación estructural entre la propiedad P y la propiedad Q, 
y esa relación estructural se expresará mediante une implicación entre el 
predicado “P” y el predicado “Q”. Una tal relación estructural mediaría, por 
ejemplo, entre 


Pé ba Bra Sa 
“0% Sa RE, 
en cuyo caso (18) sería la implicación 


(19) (0) [Rxa Sx > Ru], 


39. Sobre la constante “1. — Hemos utilizado la constante *P' para simbo- 
lizar la relación de identidad. Para el mismo fin habríamos podido usar el sim- 
bolo “='. Pero uno y otro simbolos suponen una especificación del universo del 
discurso puramente lógico. Pues en éste no hay dos individuos idénticos, Ningún 
individuo es, como tal individuo (y así se los considera en el universo del discurso 
de la lógica), idéntico con ningún otro. En realidad, sólo puede hablarse de iden- 
tidad entre individuos desde el punto de vista de alguna teoría, es decir, dentro 
de un determinado universo del discurso. Leibniz estableció un criterio para dar 
un sentido a la idea de identidad entre individuos, El expediente de Leibniz es 
éste: dos individuos son idénticos, en un universo del discurso dado, cuando los 
dos tienen por igual todas las propiedades que se consideran en ese universo del 
discurso (“principio de identidad de los indiscernibles”), 

Por ese carácter ya “aplicado” de la constante “P, ésta no suele incluirse 
en el lenguaje de la lógica de predicados pura, sino en una ampliación del mismo 
a la que es corriente llamar lógica de predicados (de primer orden) con identidad”, 


APÉNDICE AL CAPÍTULO Vil 


B. Observaciones. a 34: no es del todo verdad que Aristóteles introdujera 
símbolos para variables predicativas y simbolos para variables individuales. 
Las entidades individuales no están representadas en la silogística aristotélica, 
excepto en ciertas demostraciones poco frecuentes (ékthesis), Aristóteles simbo- 
liza sólo predicados, como “árbol, “vegetal”, ete. 

a 37: la idea de noción primitiva es, naturalmente, relativa. La noción de nú- 
mero, por ejemplo, que Peano toma como primitiva, aparece como definida en 
el sistema de Russell (cfr. caps. XIV y XV). 


Sección segunda, — CALCULOS LÓGIC 





Carítuno Vii 


PRESENTACIÓN AXIOMÁTICA DEL CALCULO 
DE PREDICADOS DE PRIMER ORDEN 


45. El sistema axiomático. — El sistema axiomático es, desde los tiern- 
pos de la geometria EHega, la forme típica de presentarse el cálculo o len- 
guaje formalizado, Lo característico del sistema axiom como realiza- 
ción de la idea de cálculo consi iste en disponer de un conjunto de enuncia- 
dos o fórmulas que se admiten sin demostración y a partir de los euales se 
obtienen todas las demás afirmaciones de la teoría, las cusles se llaman 
“teoremas. Las fórmulas aceptadas sin demostración se llaman “a 
o “postulados”, Aquí usaremos la primera palabra. 

El conjunto de los axiomas, An la definición de enrejado o fórmula 
del sistema (definición que pres de al enunciado de los a: y el con- 
junto de las reglas para la oben ción de teorem os axiomas 
(reglas de transformación) constitu uyen la base p 

El nombre de “reglas de trasformación' para las 5 
ficado porque las operaciones mediante las cuales se obt 
a partir de los axiomas consisten en trasformaciones de éstos, como susti- 
tuciones de unas variables por otras, composición de axicmas para formar 
otras fórmulas, etc, 

Suele distinguirse entre sistemas axiomáticos formali 
lizados. La diferencia principal entre unos y otros consist: 
malizados, que son los que realizan claramente la idea 
sentan explícitamente todas las reglas de trasformación 
otros no lo hacen. En un ma exiomático form HE o 
sistemas nos referiremos — júmto de los axiomas y el de a E 
de trasformación son ambos 
esta palabra, 


















s está justi- 
enen feorcmas 





















Como es natural, las reglas de tresformación (igual que las de forma- 
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ción de fórmulas o enunciados) son metalingúísticas respecto de Jas fórmulas 
del sistema, puesto que son afirmaciones acerca de lo que puede hacerse 
con fórmulas del sistema. También un enunciado que diga que tal o cual 
fórmula es un axioma será metalingúistico respecto del lenguaje al que 
pertenezca dicho axioma. 

Por último, del mismo modo que los teoremas se obtienen de los axio- 
mas, así también las nociones (los predicados) no-primitivos, no contenidos 
en los axioraas, se obtienen en el sistema a partir de las nociones primi- 
tivas, contenidas en los axiomas. (Lo mismo vale de constantes individuales, 
cuando éstas son necesarias.) El modo de hacerlo se especifica mediante 
reglas de definición. 

41. Nociones de demostración o derivación, y de teorema. — Como 
el sistema axiomático se constituye, según el ideal del lenguaje “bien hecho”, 
para establecer con precisión la fundamentación de los teoremas de una 
teoría en sus axiomas, la noción de derivación o demostración, que es la 
noción del modo formal de fundamentar, tiene una gran importancia en 
el estudio de los sistemas axiomáticos. 

Una demostración en un sistema axiomático es ma sucesión de fórmulas, 
cada una de las cuales está fundamentada, lo que quiere decir que cada 
una de ellas es: o bien un axioma, o bien una fórmula obtenida inmediata- 
mente de un axioma por la aplicación de una regla de transformación, o bien 
una fórmula obtenida de otra u otras de los dos géneros anteriores mediante 
una aplicación de las reglas de trasformación. 

Un teorema es, en sentido estricto, una fórmula de cualquiera de las 
dos clases últimamente citadas. Y, en sentido amplio, es cualquier fórmula 
fundamentada del sistema. En este sentido amplio, también los axiomas 
son teoremas. (La decisión por la cual se ponen tales o cuales axiomas se 
considera fundamentación de éstos. Es una manera de decir que los axiomas 
no tienen fundamento en el sistema.) 

La anterior noción de demostración cs efectiva. Dada una sucesión 
cualquiera de fórmulas de un cálculo, es posible indicar de cada una de 
ellas si es un axioma o no lo es (comparándola con la lista de los axiomas); 
y, caso de no serlo, es posible decidir de la fórmula en cuestión si ha sido 
o no obtenida a partir de alguna o algunas de las anteriores mediante 
la aplicación de alguna o algunas de las reglas de trastormación, de cuya 
lista también se dispone. 

En cambio, la noción de teorema no es, en general, efectiva: dada una 
fórmula de un cálculo, no siempre es posible averiguar si se fundamenta 
o no en los axiomas mediante las reglas de trasformación. Es posible que 
no demos con la demostración que la fundamenta, aunque en realidad 
tenga demostración. Y es posible que, no teniendo la fórmula demostración, 
no resulte tampoco demostrable su negación. Exigir que la clase de los 
teoremas de una teoría sea efectiva, es lo mismo que exigir que la teoría 
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to efectivamente utilizable (o sea, que no requi tiera 
establecer si una fórmula cualquiera es válida o no en el 
todos los cálculos son decidibles. 

Las cuestiones de la consistencia, la completud y la decidibilidad de 
un cálculo se plantean primariamente a propósito de los sistemas axiomá- 
ticos. Ast, un sistema axiomático es consistente cuendo con sus reglas de 
trasformación es imposible demostrar a partir de sus axiomas un tonroma 
y su negación. Un sistema axiomático es completo cuando sus axiomas y 
sus reglas de trasformación bastan para demostrar como todas 
las verdades formales referentes a Su nociones primitivas (y, consigulen- 
temente, también todas las verdad OS a las nociones constituidas 
por medio de las reglas de defni e 


sea decidible (cfr. 18), pues equivale a pedir que exista 





pasos) para 
ma. Mas no 

















la introduc- 









La presentación del cálculo como sistema axiomático fas 
ción de otra noción de completud, además (no en vez) de la 
un sistema es completo en este segundo sentido cu: ando al a 
cualquier fórmula de su mismo lenguaje, pero que no sea c 
de ellos, el nuevo conjunto de fórmulas así obtenido permite dl 
la y su negación. Esta noción de completud es en ciertas cirtr 
fuerte que la otra. 





2 hs 








E 


Por último, un sistema axiomático es decidible cuando para toda fórranla 
mn o 





de su lenguaje puede averiguarse, mediante un procedimion 
y en un número finito de pasos, sí la fórmula es un teorema del sistema 
o no lo es. 


La presentación del cálculo corao sistema axiomático ; 
emparentada con las de consistencia, completud y decidi 
de la independencia de los axiomas. Un axioma de un conh 
independiente de los demás cuando no es demostrable como 
de ellos. 

La independencia no es una propiedad tan imp cortante 20 
y parece responder más bien a un i deal de economía lógica y € 
vestigaciones sobre la independencia de axiomas han sido > 
cundas en la historia de la ciencia, y son siempre de k 
estructura de las teorías, sus supuestos realmente necesarios. 











- Pero in- 
muy fe- 
r la 





£2, Axiomas y esquemas ax 
guajes formalizados y simb 
de axiomas usando las letras del 
La incomodidad se debe a lo sig a fórmu 


axioma, por ejemplo, el “principio de identidad”, 










Pp>p, 
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puede ser frecuentemente necesaria, para las demostraciones, con otras letras, 
por ejemplo, 


t> 7, 


El método axiomático no permite usar p > p' como si fuera “r— 1”. Por tanto, 
si el axioma está escrito con la letra “p” y hay que usarlo con otras, es necesario 
adoptar una regla de trasformación que permita sustituir una letra de enun- 
ciado por cualquier otra. A veces no interesa una regla así, y entonces se recurre 
a formular los axiomas en el metalenguaje, con variables sintácticas, por ejemplo: 


X=>X, 


Pero 'X-> X' no es propiamente un axioma del cálculo si, como en el ejemplo, 
el lenguaje del cálculo en cuestión es el de la lógica de enunciados. Se dice en- 
tonces que 'X-—> X” es un esquema axiomático, y la realidad es que en ese sis- 
tema hay, en vez de un axioma 'p > p”, una infinidad de axiomas: uno por cada 
letra de enunciado, La operación de escribir '—> r”, no es en efecto fruto de 
una sustitución de “X” por “7 —pues “X' no pertenece al lenguaje del sistema, 
sino al metalenguaje —, sino lo que Jlamaremos una '“instanciación de X en el 
sistema”. Como las reglas (de formación y de trasformación) son siempre meta- 
lingúísticas, todas sus aplicaciones son instanciaciones. 

Por este motivo, al afirmar que los conjuntos de los axiomas y de las reglas 
tienen que ser efectivos, añadimos que a veces lo son en un sentido laxo de esa 
palabra: no siempre en el sentido de que sea posible ponerlos en una lista finita, 
sino sólo, en general, en el sentido de que tiene que ser posible: 1.) enumerar 
unas expresiones (axiomas y reglas) que a veces serán metalingilísticas; 2.0) ave- 
riguar de toda formación u operación dada en el lenguaje del cálculo si es o no es 
una instanciación de aquéllas. 


43. Modelos isomorfos. Monomorfismo y polimorfismo, — Según una 
terminología que ya hemos introducido (cfr. 19), aunque no es de uso 
universal, un modelo de una fórmula (o de un conjunto de fórmulas) es 
una interpretación que la (o lo) satisface e cumple, es decir que la (o lo) 
hace verdadera (o verdadero). La noción de modelo es aplicable a cual- 
quier conjunto de axiomas, puesto que éstos son fórmulas. 

Recordaremos también que una interpretación de una fórmula o con- 
junto de fórmulas (cfr. 19) es un sistema univoco de atribuciones de enti- 
dades ajenas al cálculo de que se trate a las variables de una fórmula, de 
un conjunto de fórmulas o del cálculo en general. No todos los símbolos 
de una fórmula son interpretables, sino sólo aquellos que se toman como 
variables. Así, por ejemplo, en uma fórmula como 


Px > Qa 


no consideramos interpretable más que “x; >” es una constante lógica, 
y las constantes lógicas no se interpretan por referencia a significaciones 
ajenas al cálculo, sino que se definen en el cálculo mismo, aunque, en ge- 
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neral, lo que en el cálculo se hace es precisar el uso de 
mediante la definición de "fórmula? y mediante las regio 
ción. (Cfr. 44, más abajo, sobre definición implícita). —'e' es una constante 
no-lógica, empírica: no necesita interpretación porque siempre está, por 
así decirlo, interpretada, es el nombre de una significación. — En cuanto 

P y *Q, hemos visto que, en lógica de predicados de primer orden, son 
propiamente parámetros lefr. 25). Esos parámetros están fijados en cada caso 
una vez determinado el campo de individuos elegido para la mterpreta- 
ción de las únicas variables auténticas, les indtidudles Por ejemplo, ele- 
gido el campo de los individuos humanos, las letras prodicativos de una 
fórmula representan en general nombres de propiedades que prodon tener 
individuos humanos. Laa int protación de las letras predicati no es pues 
necesaria. Pero, por el punto úe vista semántico intuitivo que h adop- 


Ai 


tado, hablaremos también de interpretación de las letras pre: 































Esta no es la única manera de definir lo que son interpretaciones, pero si la 
que nos será más útil en los siguientes ejemplos. 





Cada interpretación de una fórmula asocia a ella un s 
curso, un campo o una clase de individuos, a la que nos rcferiromos me- 
diante la mayúscula griega £2, con subíndices, y una clase de propiedades 
a la que nos referiremos mediante la mayúscula griega TL, también con sub- 
índices, Por ejemplo: una interpretación, $, de la fónn Px=>Q4 











puede consistir en interpretar “4 por “mi dedo índice derecho”, “P” por 
“ser parte de mi mano derecha”, “Q” por “ser parte de mi brazo derecho”, 


Le 


La interpretación Y, está definida sobre Q, y 





0, = mis dedos derechos; 
II, = las propiedades ser parte 
de mi brazo derecho, 





La interpretación GQ, es modelo de “Px > Qu”. 

Puede ser conveniente indicar para una interpretación el 2 y el lí sobre 
los cuales está definida. Lo haremos con notaciones icas) como 
la siguiente: 


Gi (C2, Ly). 


Tras esto fijaremos el significado de la expresión “modelos isomor 
Dos modelos, E, e Se, de una fórmula o conjunto de f 
isomorfos cuando entre sus respectivos campos de 
puede establecerse una correlación biunivoca tal que, 


is. 









A 












jeto, 41, de Q,, que interprete según Y, la variable “x 
ocurre que el individuo 5, de £%», que es el correlatado con 4, 
según L., dicha variable Y' de X, y a la inversa. Por ejemplo: 





El 
da laís 
UA 
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tación Y. (O, Mo), que interprete 'Y' por “mi dedo índice izquierdo”, “P” 
por “ser parte de mi mano izquierda” y “Q” por “ser parte de mi brazo iz- 
quierdo”, con 


Ds == mis dedos izquierdos; 
IL. = las propiedades ser parte de mi mano izquierda y ser parte 
de mi mano derecha, 


y que es también modelo de “Px => Ox”, es además isomorfa con Y, (Q,, TL). 
La isomorfía es aquí muy fácil de comprobar: a cada dedo de mi mano jz- 
quierda corresponde biunívocamente un dedo de mi mano derecha. Y sus 
nombres se comportan como antes se dijo en la interpretación de Px—= Qu”. 


El uso del posesivo 'mi' en el anterior ejemplo tiene como finalidad conse- 
guir que las entidades que interpretan a 'x' sean “de verdad” individuos, cosa 
que no serían si se tratara de objetos como dedo índice izquierdo en general. 

La noción de isomorfía será estudiada más en general en el capítulo XV. 


Se dice que un conjunto de axiomas es monomórlico cuando todos 5us 
modelos son isomorfos. En otro caso se dice que el conjunto de axiomas 
es polimórfico. (Esta terminología procede de R. Carnap, Pero la noción de 
interpretación está aquí dada muy poco detalladamente.) 


Se observará que ((Q;,, 11,3 puede fundar no sólo la interpretación (Ey, simo 
también otras, Y,%, Y,**, etc. Y,%, por ejemplo, podría interpretar x” por mi 
dedo anular derecho”, Y, es pues miembro de una clase o sistema de interpre- 
taciones. Lo mismo vale de So. 


44. La idea do definición implícita. — Desde principios del siglo xix 
se han entendido frecuentemente los sistemas axiomáticos monomórficos 
como una especie de definiciones disfrazadas de las nociones primitivas 
que contienen. Estas nociones primitivas, que no son definidas explícita- 
mente (puesto que se toman como iniciales), estarían definidas de un modo 
implícito por los axiomas. Según esto, los cinco axiomas aritméticos de 
Peano, por ejemplo, serían una definición implícita de la noción de nú- 
mero natural, del conjunto de los números naturales (en el supuesto de que 
dicho conjunto de axiomas fuera monomórfico). 

Esta idea tiene la siguiente justificación: como todos los modelos de un 
sistema monomórfico son isomorfos, las relaciones entre individuos del 
campo de un modelo — digamos de los individuos de Q, —son las mismas 
que las relaciones entre los individuos del campo de cualquier otro mo- 
delo, Qs. Más precisamente: las relaciones entre determinados individuos 
de Q;, 41, ..., €, son; formalmente las mismas que median entre los n ín- 
dividuos de Qs, bi, ..., Da, correspondientes a di, ..., Gn de Q,. Esto queda 
claro porque Jos nombres de unos y otros objetos, tomados en el mismo 
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orden, satisfacen las mismas fórmula 
axiomáticas por de pronto, Dn sor 
ponden respectivamente con by, ba, 





ás del sistema, las fórmulas 
ejemplo, Si Gi, de, dia de Í2, se corres- 
de Q», entonces si vale 


Pa, -> Qda a Raz, 


vale también 
Ph, ma Obs A RD. 


Entonces puede pensarse que los individuos de (2, son, ea cierto sen- 
tido a precisar, los mismos de (Qs y que los de cualquier otro modela iso- 
morfo con ellos — que son todos los modelos del sistema axiormática mono- 
mórfico. Todos esos objetos se comportan, en efecto, del > 0 modo, 
entran en las mismas relaciones formales. De aquí nace la idea de que, 
puesto que el sistema determina el comportamiento de tor clase 
de objetos que lo satisfaga, define a esos objetos de algún 

Pero la idea de definición implícita tiene una importante tación: 
la noción de un objeto o clase de objetos puede ser algo más que el com- 
portamiento de esos objetos respecto de ciertas relaciones forma! 
la aptitud de sus nombres para Egurar en ciertas Lórmr 
que en el sistema axiomático describen el comportamiscato de esos 
son, en efecto, formales: en el sistema no nos interesamos por tarla la cua- 
lidad de la relación, sino sólo por su estructura. As , en nuestro anterior 

ejemplo (Px —>Qx' con los modelos isomoríos 1, Fo) las relaciones entre 
(1.9) ser parte de la mano izquierda y ser parte del brazo izquierdo y 
entre (2.”) ser parte de la mano derecha y ser parte del brazo slerccho, se 
identifican formalmente, sin atender más que a la relación ser-parte-de- 
parte. Dicho de otro modo: aquella fórmula “Px=> Qx' “defina implícita- 
mente” mis dedos sólo en su comportamiento como partos de partes, e 
ignora otras propiedades — otros comportamientos — de A 3 


3 






























ueden ser interesantes desde otros puntos de vista, con otras al 
> 
















básicas. En resolución: lo que de verdad define implícitam 
monomórfico de axiomas es la abstracción básica de su te 
No cosas, ni comporta wmientos totales de cosas, ni tampoco los 
del ciao común, sin duda mucho más vagos, pero + 

Ási la idea de definición implícita nos conduce a es 
ción básica de una teoría, lo que a ella importa tomar 
conocimiento que se propone exponer de un modo exacto. Tra 
la teoría que aquí nos ocupa, la lógica de predicados de pri 
habrá que pedir de los axiomas de la misma que “def : 
determinados síimboles, como los funciores veritat 
como si aún no hub: os hecho ningsna ref 
damente, semántica, sobre ellos. Esto se hace sen cuantas afir- 
maciones básicas — los axiomas —— y unas ble. es de operar —las re- 
glas de trasformación ade contienen esos símbolos y : 





: 1nés Yicos. 
la abstrac- 


£ 
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o comportamiento, es decir, las relaciones en que pueden entrar entre ellos y 
con otros símbolos. 

Existen unos cuantos sistemas axiomáticos más o menos clásicos para la 
lógica de predicados de primer orden. El que se expone a continuación 
os el más utilizado, Se debe a D. Hilbert, P. Bernays y W. Ackermann (HB). 


45. El sistema axiomático HB para la lógica de predicados de primer 
orden. 


1. Axiomas: 


Al pYp>p. 

AZ p=pvg. 

AZ: pwg=>qVp. 

At:  lp=>q]>![svp= svgl. 
AS: —(x)Px=>Py. 

A6: Py —>HxPx. 


11, Reglas de trasformación: 


Ro,: una variable de enunciado (letra de enunciado) puede sustituirse 
en cualquier fórmula por una fórmula, con las siguientes condi- 
ciones: 

ay” ;: que la sustitución se haga en todos los lugares en que 
aparece la variable (letra) de enunciado sustituida; 

a”: que el resultado de la sustitución sea una fórmula; 

21”: que la fórmula sustituyente no contenga variables indi- 
viduales libros que vayan a quedar ligadas en la fórmula 
resultante de la sustitución. 


Ros: una variable individual libre puede sustituirse por otra, con las si- 
guientes condiciones: 
ey: que la sustitución se haga en todos los lugares en que 
aparezca la variable individual sustituida; 
az”: que la variable sustituyente no quede ligada en la fórmu- 
la resultante de la sustitución. 


Raz: una variable (letra) predicativa n-ádica puede sustituirse por una 
fórmula predicativa cualquiera, aunque no sea atómica, con tal de 
que la sustituyente tenga al menos n variables libres. Y ello con 
las siguientes condiciones: 

es: que el resultado sea una fórmula; 
e”: Gue en la fórmula resultante no aparezcan nuevas liga- 


duras. 
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Rif: sí han sido ya demostradas dos fórmulas, X => Y y X, puede es- 
con el di- 


cribirse como demostrada Y. Visualizaremos esto re 
bujo esquemático; 


AX Y 
A 
Y 





Esta regla suele llamarse “de separación”, o “modus pon 





Ryi: si vale ya una fórmula X > Y, tal que Y está * 
presenta en X, puede escribirse como válida la 


A>Y con: yl: Y está libre en Y; 


X>(0Y el e no se da en X. 





Ryo: sí vale ya una fórmula Y > X, tal que “1” está * 
presenta en X, entonces puede escribirse como + 


AxY > X: 
Y>X com: yl: xl está libre en Y; 
HxY > X e Co no se da en X. 


R3: una variable individual ligada puede sustituirse por cualquier otra, 
con las siguientes condiciones 


 ; que la sustitución se realice en el operado y en el operador 
que afectaba a la variable sustituida; 
: que el resultado de la sustitución sea una 







A 


Ed 





11. Regla de definición: Las fórmulas representada 
izquierdo y derecho de cada una de las definiciones sig 


pueden 1 sustituirse la una por la otra en el interior de CUA Or Mí 


un 


Da) 











(DD. XaY eq [AX ve Y], 
(D2)  X>oYT oy XvY. 
(10) XoY y TX >Y]a [Y >X]P. 


He aquí algunos ejemplos de lo que permiten las reglas Ro — Rg, 


A 
Regla Ra. Dada una fórmula, por ejemplo, 


(0) PAq—>P, 


Al 
E 
EA 


> 
ES] 

e] 
e] 
» 


Re, permite hacer la siguiente sustitución de “p" por p => fanotaremo 
por mera comodidad: “p/p = 2): 


(a) lo=srlaq o ip=ri; 


Do OTRA MACTÁN 2 TA 3 Aroa 
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y también, por ejemplo, el paso de (1) a 
(1b) SAT>S, 


con p/s y q/r; 
y el paso de (1) a 


(10) G)Pxa BxBx => (0)Px, 


con p/(x)Px, q/HxRx. 
En cambio, Ra, no permite el paso de (1) a 


(1d) (OPxa HxRa > p, 


el cual no respeta la condición ay. 


Regla Raz. Dada, por ejemplo, la fórmula 


(2) ()[Px a [Oy v By]] > (235%, 

es correcto por Rar el paso a 

(La) (0lPxa [Qí v Rz]] > (2)5x, 

con y/z, 

pero no está autorizado el paso de (2) a 

(2h) G)[PxaA [Oz v Ryl] > (2)5x, 

que vulnera la condición «y, ni tampoco el paso de (2) a 
(2c) (DIPxaA [Ox y Bx]] = (098x, 


que no cumple la condición 0a»”. 
La regla Raz permite, por ejemplo, el paso de 


(3) (D)Pxy => Pyy y Pxx 
a 


Ba) (—16)10xy a Rty] > [Oyy a Rtyl v [Que a Rtxl, 
con Pxy/Quva Rto, o Pa/ [Oz A Rola. 

En el uso de esta regla se empieza por establecer una correspondencia 
entre las variables individuales de la fórmula sustituyente y las que siguen 
a la letra predicativa que se quiere sustituir por aquélla. En el ejemplo, se 
ha establecido la correspondencia 

u:x, 

D:Y 
Al sustituir la letra predicativa por la fórmula, se usan las variables indivi- 
viduales de la fórmula inicial. 
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La regía Ry, autoriza, por ejemplo, el siguiente paso de 
4) Py > Qx 
a 
8) Py > (00 
Pero no autoriza el paso de 
(6) GpPyx—> Pox 
a 
(7) Py > (Por, 


que no cumple la condición vz”. 
El motivo de esta prohibición ——u sea, de ón y" — puede 
verse mediante una interpretación que sea mo sde de (0). 5ea, por ejem- 


plo, Ji, con 


(Q: los números naturales; 
IL: las relaciones diádicas entre números naturales; 
Po», 


Con esa interpretación (6) significa: 


(Ga) si todo número natural es mayor que x, entonces el 
natural v es mayor que x. 


=r 


mo 
oa 


ADICrO 


Mientras que, para la misma interpretación, (7) significa: 


ayor que x, entonces el nímero natu» 


(Ta) si todo número natural es m 
om só mero natural. 


ral y es mayor que tod 


La regla Req, se llamas a veces “regía de generalización 





La regla Ry, permite pasos como el de 


(5) Px > (Oy 

a 

(9) HxPx => (y)0y; 

pero no autoriza un paso como el de 
(0 Pa=> Quyx 

a 

(11D) Axa > Qye, 








el cual no cumple la condición ye”. El motivo de esta probibición puede 
hacerse intuitivo mediante una interpretación, sobre un 2 de cibictos cua- 
lesquiera, para la cual (10) signifique 


(198) si x es un centro, y es el circulo cuyo centro es x. 
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Con esa misma interpretación, (11) cobra otro significado cuyo valor verita- 
tivo no será siempre el mismo (no será formalmente el mismo) que el 
de (10a): 


(a) si hay un centro, y es el círculo cuyo centro es x. 


La regla Ryo se Mama a veces “regla de particularización anterior”, 


El sentido de las reglas Ry, y Rs puede resumirse intuitivamente así: 
si una fórmula que no contiene una determinada variable, 1”, es antecedente 
condicional de otra que la tiene libre, entonces es que el condicional no 
depende de ningún valor particular de “x', y, por tanto, la fórmula condi- 
cionada (consecuente) lo está para todo valor de Y” (Regla Ry;). Cuando 
una fórmula que contiene libre una determinada variable “4” es condición 
de otra fórmula que no la contiene, entonces es que para que valga el 
condicional basta con que el antecedente (la condición) sea válido para 
algún valor de “x' (regla Ry»). 


Por último, la regla RS permite pasos como el de 


(13) (0HyPxY, 
por sustitución y/z, a 
(12a) ()IlzPxz; 
pero no a 

a3) (OHIyPxz, 
nia 

(14) (OdAzPxy, 


los cuales no cumplen la condición $”, 


Interpretando *P” por 1, la relación de identidad, (12) y (12a) significan 
ambas 


(12h) toda cosa es idéntica con alguna cosa (a saber, consigo misma), 
mientras que (13) significa 

(134) toda cosa es idéntica con z, 

y (14) significa 


(14a) toda cosa es idéntica con y. 


46. La demostración en el sistema axiomático. — El establecimiento 
de un teorema en una teoría axiomatizada es, en principio, una construe- 
ción mecánica de la fórmula correspondiente mediante la aplicación de las 
reglas. Por eso suele evitarse para nombrar ese proceso la palabra *demos- 
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tración”, sustituyéndola por “des 
vada a operaciones más complejas, y conservaria 3us €: 
gicas, Pero aquí no vamos a utilizar esa terminología, pue 
bra “derivación” es ya de uso fijo en matemáticas, y, 5 
ción en el cálculo o teoría axiomatizada es el esquema 
de la operación metódica amada “demostración” 0 
no parece inadecuado usarla en ambos casos. 

La palabra que, en cambio, debería excluirse al 

prueba”, pues este término se aplica en castellano prop 
mentación de un enunciado por vía empírica, no forma! 

En la exposición de un sistema formal suele darse, tras el ec 
axiomas y las reglas de transformación, la demostración sistemática de teore- 
mas y reglas auxiliares. El trabajo real no procede siempre así, Lo corriente 
es, a la inversa, que uno $e encuentre con una fór mula, que supone válida 
por alguna razón (por ejempio, por haberla tomado de una teoría sin 
formalizar, pero sólidamente establecida y probablemente formalizahle con 
los axiomas de que se dispone; e por experiencia, etc.), y que tenga que 
construir su demostración en el sistema. 

Veremos a continuación, a título de ejemplo, un modo de proceder para 
conseguir una demostración de la fórmula (15), inspirada en lo que en 
lógica tradicional se llamaba “silogismo en Barbara”; 

(15) (UP => Qu] > [[Rx >Px] > [Re > Qui]. 


a 


2 así reser- 
nes psicoló: 
vcro, la pala- 
. la demostra- 
co > representa tivo 

Ea Por eso 


Fi 
A 


vación”. "Demostz 
13, 


( 








SE! 
E 
da 





- de cálculos es 
tc a la funda- 


junto de 

















La suposición de que esa fórmula debe ser teorema de la lógica de pre- 
dicados de primer orden nos viene de la tradición silogística. 

La dificultad principal de su demostración consiste en que (15) tiene una 
generalización no posterior, sino que afecta a toda ella, Si, dejando para 
después ese problema, atendemos sólo al operando de (15), podemos obtener 
una rápida demostración del mismo notando su parecido con el axioma Ad, 
Partiendo de éste, empezamos la demostración, numerandn las líneas (L) 
para poder aludir a ellas 





Ll. lp ql > [sv p> svg] Lá, 

L2, lp>9l>o ilotirporotvgl Eo: s/t; Ll. 
13. lp q] LES pi> [=> gll 10 12 

L4, [Po Qu] o [Rx o Pa] > [Rx Ox) Rm : p/Px; q/0x; 


Con esto tenemos en la línea 14 el operando de (18) coma teorema. 
Falta resolver el problema de su cuantificación. No p o 
sin más, pues las reglas del o (Ber) sólo nos permiten gonora hi 
consecuente de un condici onal, y aún eso a condición de que el cs 
dente no contenga la variable que oa generalizar, Para podor seguir 
adelante, lo que necesitamos es poder armar como 1002 















ron una fórmula 
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condicional, cuyo antecedente carezca de Y y cuyo consecuente sea nues- 
tro teorema LA, 

El problema podría resolverse si hubiera alguna regla que permitiera 
pasar de una fórmula cualquiera ya demostrada, X, a un condicional, 
Y => X, cuyo antecedente fuera una fórmula cualquiera — de acuerdo con 
el principio que tradicionalmente se enunciaba diciendo: “lo verdadero se 
sigue de cualquier cosa” —, De existir esa regla, en la línea L5 de nuestra 
demostración podriamos escribir ua condicional con muestro teorema L4 
como consecuente; y luego, en la línea L6, podríamos generalizarlo por 
Bor, Por eso, antes de seguir con la demostración de (15), vamos a hacernos 
con una regla que nos permita dicha operación, es decir, pasar de una 
fórmula X, ya demostrada, ya teorema, a una fórmula Y > X, con Y cual- 
quiera, Las reglas así demostradas, mediante reflexiones metalógicas, des- 
pués de las de la base primitiva, se llaman “reglas auxiliares”. Llamaremos 
a ésta que buscamos “RÁyg. He aquí su demostración, que es propiamente 
una justificación metalingúística de operaciones a realizar en el lenguaje 
objeto: 


La. X teorema ya demostrado, tomado como premisa. 
Eb X=>XyW nombre metalinguístico del axioma A2. 
Ec. XvW=WvX nombre metalingiístico del axioma A3. 
Id. XvW Rg aplicada a La y Lb. 
Le, WwvX R$ aplicada a Lo y Ld. 
Tf. -YvX Roa : W/ Y; Le 
Lg Y>X (D2); L£ 
Esa argumentación metalingiística nos justifica la nueva regla RAxg 
Xx 
Y ->X 


(Se observará que, mientras para los lugares de variable hemos usado nom- 
bres metalinguísticos de las mismas — variables sintácticas —en cambio 
hemos escrito los functores, y no nombres metalingúiísticos de ellos. Nos 
atendremos siempre a esta práctica intuitiva.) 

Aplicando RAyz para formar la línea L5 de nuestra demostración de (15), 
podemos tomar el teorema L4 como consecuente de un condicional cuyo 
antecedente sea una fórmula cualquiera. Buscaremos como antecedente 
una fórmula que no contenga “x”, con objeto de poder luego generalizar por 
Ren el consecuente (14). 

Pero con esto no queda del todo decidida la elección del antecedente de 
nuestra futura línea L5. Está claro que no debe tener “4%, para poder 
aplicarle Rys. Pero el resultado no será aún (15), sino (15) como consecuente 
de una fórmula que habrá que climinar, para tener sólo (15). La situación 
será como sigue: tendremos a 14 generalizado como consecuente de una 
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fórmula “s, que aún hemos de elegir: 

so (y [[Px > Qe] > [[Rx> Px] > [Ex-> 00311, 
y de ella queremos obtener el consecuente stlo. Esto no puede hacerse 
más que aplicando Rg. Pero, para poder aplicar R£, 's tiene que poder ser 
afirmada, tiene que ser a su vez un teorema o un axioma. Lo más cómodo 
será que tomemos un axioma para el lugar de Y en el esquema de RAyg. 
(El lugar de X' en dicho esquema lo ocupa (15).) Deoidido csto, sigamos 
con la demostración de (15): 






SS [pvp plo leo Ox o [Rx Px] > [Re> Ox]]] 


put 












RÁAyz ia a la línea LA. 
16. [pvp>opl=> tn! Solis 

Er 
DÍ. pvrpop Al, 
ES. (a [[Pa> Qu] > [[Ex > Pai > [Ex > o 

AB, 9p nio 


En la presentación de un sistema exiomático, el car 
do en la demostración de (13), que es un camino 
— “hacia arriba”, por así decirlo — de las fórmulas y 
para la demostración, se sustituye por un camino sintót 
desde la base primitiva del sistema hasta el teorema. , En elo 
ejemplo, se habría empezado por establecer RÁya, y lungo se hs 
llado la demostración de (15). 

Pero también en el trabajo práctico, y no sólo en el de 2 
fecundo poder procodez constructivamente, o “hacía ahojo” 
para averiguar consecuencias de un conjunto de £$ 
cualesquiera. Este proceder constructivo, sintético, es 
da al método algorítmico (y al axiomático como método 
rasgo experimental del cual careció la lógica pad 

Esc rasgo sintético y como experimental es el > 
rítmico, y está presente incluso cuando se da o 
en la práctica, de un modo analítico. Por ejemplo: al busca” una Jemos- 
tración de (15) procedimos primero atébcmenta abajo”, conse 
truyendo el operando de (15). (A eso había preced! Sou un clomental momento 
“hacía arriba”, is del axioma más emp o con la fórmula.) 
Luego buscamos de muevo analíticamente cómo € : una pieza que 
aún nos faltaba para la demostración. Y al e la ser esa 
pieza, la sinte tizamos a partir de la base primitiva del sis . Por últim 
utilizamos las dos piezas sintetizadas, la regla auxiliar y el : o de 15, 
para construir (15) mismo, 


mb 
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ArExbics AL CapíruLo VIH 


B, Obsereación. —a 24: cl sistema axiomático HB se ofrece en esta presen- 
tación en los Grundztúige der thecrctischen Logik, de Hilbert y W. Ackermann, 
sobre todo en las ediciones segunda (1937) y tercera (1949), debidas a Ackermann. 
Pero en la 4.* edición (que es la traducida al castellano), Ackermann lo ha alte- 
rado sustancialmente. (Cfr. D, Hilbert y W. Ackermann, Elementos de lógica 
teórica, trad. de V. Sánchez de Zavala, Madrid, 1982.) 


Caríruno Vil 
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47. Las tres eoncepcionos de la argumentación formal, — Aristó- 
teles llamó “analíticos” a sus principales escritos de lógica formal, y la 
lógica tradicional se calificaba a sí misma de “disciplina olutoria”, que 
quiere decir lo mismo que “analítica”, Estos adjetivos seporen una concep- 
ción de la argumentación formal como una operación por la cual, dada 
una fórmula o dado un enunciado, se busca cuáles son los siementos y los 
fundamentos de la misma o del mismo. Hemos visto que un trabajo analítico 
es siempre presupuesto de cualquier otra actividad en Mágica fo vemo! Pero 
también hemos considerado ya otro tipo de operación lógica, que se presenta 
característicamente en el método axiomático. 

La comprensión de la lógica formal como una teoría del si: istem a de las 
verdades formales — concepción que se realiza en la q ¡ón axiomá- 
tica —se basa, en efecto, en un punto de vista contra : al analítico 
o resolutorio, aunque cot mplementario del mismo, a en un punto 
de vista sintético, o constructivo. La presentación del si omática no 
consiste en analizar las formas para aislar sus elementos y! undamentos, 
sino en componer o sintetizar, a partir de unos fundamen! 5 (el léxico 
del sistema y sus axiomas) y mediante transformaciones dotor 
fórmulas o nuevos enunciados (teoremas). Este carácter sint 
mentación da a la lógica, como se indicó, unas ciertas p 
experimentación, 

Pero ya en la construcción de las. e ciencias positivas como 
como teorías axiomáticas, la situación se complica. Es claro que un conjunte 
de fórmulas axiomáticas de la lógica no basta para deductr de él las verda- 
des de toda ciencia positiva, Incl luso en el caso de que haste 
lógicas contenidas en aquellos axiomas, ha E que Ea ¿ 
nes básicas de la teoria positiva que se esté 
que esto no sea aún suficiente, 7 que haya 
nuevas, de tipo no-lógico, acaso empírico. 
axiomático de Peano para la aritmética (cfr. 


























teorías, incluso 









las nocio- 
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el conjunto 
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que son los de la lógica, y luego cinco que introducen nuevas relaciones y 
propiedades, como ser-el-siguiente-de-, ser-un-número, ser-propiedad-de- 
un número, ser-idéntico-con-. Las cinco afirmaciones especificas de la arit- 
mética se añaden al conjunto de los axiomas de la lógica, para obtener del 
conjunto axiomático asi formado las verdades de la aritmética. 

Mas también los axiomas O proposiciones primitivas de cualquier otra 
teoría pueden añadirse de ese modo a los axiomas de la lógica. En cada 
aplicación concreta, éstos tienen, consiguientemente, una significación u 
otra, porque los axiomas añadidos, entendidos como “definiciones implícitas”, 
delimitan los campos individuales y predicativos para los que se afirma su 
validez. Pero entonces el nuevo sistema axiomático se compondrá ya de 
afirmaciones sobre determinadas realidades, y no de fórmulas sobre cual- 
quier campo individual, como se entiende que son las afirmaciones de la 
lógica (puesto que las verdades lógicas son las fórmulas válidas para cual. 
quier interpretación posible). Los enunciados materiales añadidos como 
axiomas a los axiomas lógicos pueden ser, desde el punto de vista de la 
teoría del conocimiento, meras hipótesis, no verdades universalmente 
válidas, 

Pues bien: una deducción que parte de enunciados de esa naturaleza, 
que pueden siempre volver a discutirse y de hecho se discuten frecuente- 
mente, es una deducción a partir de supuestos materiales, o premisas. Se 
trata de un tipo de deducción muy frecuente en la ciencia. 

Ese tipo de deducción aún puede recogerse de un modo natural, como 
acabamos de ver con el ejemplo del sistema de Peano, en la concepción 
axiomática, mediante el añadido de axiomas materiales a los formales. Pero 
el tipo de deducción más corriente en la vida cotidiana y en la práctica de 
la ciencia es todavía un poco distinto. Ein las decisiones que solemos tomar 
cotidianamente van implícitas deducciones a partir de premisas que son ex- 
clusivamente materiales, de hecho, y sólo útiles para cada caso particular; 
en esas deducciones la lógica aparece sólo en forma de reglas de inferencia, 
no de axiomas, La estructura de este género de argumentación, estudiada 
por Jaskowski y, sobre todo, G. Gentzen (1909-1945) y W. V. O, Quine, se 
llama, con terminología de Quine, “deducción natural”. 


48. Los problemas de la deducción natural. — Estudiar la estructura 
de la deducción natural consisto en construirla como algoritmo lógico, pre- 
viamente a cualquier aplicación. Ahora bien: la deducción natural es una 
deducción a partir de premisas de hecho, que no tienen por qué ser univer- 
salmente válidas, y que son, además, cambiantes, distintas para cada caso. 
Esto plantea dos problemas cuando se quiere construir la lógica elemental 
como un sistema de deducción natural. 

Primer problema: ¿cómo se pueden conseguir teoremas lógicos, verdades 
universalmente válidas, partiendo de premisas que no lo son? 


Segundo problema: ¿cómo puede realizar la deducción natural la idea 
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de cálenlo o algoritmo, si carece de un elemento de los 04) 
el conjunto de fórmulas primitivas, o axiomas? 

El primer problema se resuelve cuando se Consigue : 308 ar una opera- 
ción que consiste en eliminar las premisas de las que ss ha partido. Si eso 
se consigue, entonces se tendrá fórmulas sin premisas, es decir, válidas en 
cualquier caso. He aquí un ejemplo: supongamos que partiendo de la 
premisa “p" se ha demostrado “g”: 


LA (p) q 





a saber, 


Ea 


















Si luego se consigue demostrar tarmbién “yg” partiendo de la p 
12 (ep) 4, 

entonces se tiene una situación en la cual “g' vale tanto si vale “p" enanto 
si no vale “p (es decir, si vale  p'). De acuerdo con el y a dei tercio 
excluso, esta situación autoriza a afirmar “y” sin premisa, esto 
es, a eliminar las premisas de “q”: 
La (0) q. 

El segundo problema se resuelve tomando como reglas de trasFormación 
(de trasformación de premisas cualesquiera) las relaciones expuestas como 
fórmulas primitivas en los sistemas axiomáticos. Asi, por sicriplo, un modo 
de convertir el sistema axiomático HB en un sístema de deducción natural 
sería prescindir de los axiomas (situados a la izquierda en la tabla siguiento) 
y tomar en su lugar las reglas de trasformación adoos adas (indicadas a la 
derecha). (En la notación metalingiística usada para las segios, una expre- 
sión como “X «+ [x/y]Y” debe entenderse así: Xes la fórm que resulta 
de Y al sustituir en Y la variable “y, en todos los lugares en que aparece, 


aL” 


por la variable *x”.) 









pa] 





pro] 





TABLA DE ILUSTRACIÓN DEL EJEMPLO 


Al. pvp>p ¡ORI AvX 

| z 
AL p>pvg  B2 XxX 

| XvY 
A pYrg>qvp | R3 Xvl 

| YTvX 
A4.  [poqgloisvp>svql | Ra pea: 

CO A ASAT 
AD (lx >Py OBS (09Xx 

| Y, con Y < ly/a] X 
AD. — Py > uUxPx RS Y 

| 


HxX, con Yo ly/z] X 
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Como reglas R7, R8, etc., figurarlan en el conjunto de reglas de ese sis- 
tema de deducción natural las demás reglas, Ra,, etc., del sistema axiomá- 
tico, o aquellas que aún hicieran falta. Pues esta transposición de sistema 
axiomático a cálculo de deducción natural sería muy poco económica, du- 
plicaría reglas; sólo nos vale aquí a título de ejemplo. Pero para comple- 
tarlo en esta condición de mera ilustración, puede verse que el axioma A2, 
por ejemplo, da de sí en el sistema axiomático (con la ayuda de la regla 
R£ del mismo) lo que da R2 en el cálculo de deducción natural, En el sis- 
tema axiomático, lo único que puede hacerse con A2 es pasar, en una de- 
mostración, de una línea 


Ln p=>pvq A2 
a una línea 

Ln + 2 PYQ, 

siempre que se cuente con una línea 

En +1 p 


que permita la aplicación de la regla Rf del sistema axiomático HB, Esto 
mismo puede conseguirse con la regla R2 del ejemplo de deducción natu- 
ral. Según ella, sí en una línea se tiene 


Lm Pp, 
puede ya escribirse en la línea siguiente 


Lm +1 prg. 


49. Las nociones de demostración y teorema en el cálculo de la de- 
ducción natural. — Las nociones de demostración y teorema se definieron 
(cfr. 41) haciendo intervenir la noción de axioma, Como el cálculo de la 
deducción natural es un cálculo sin axiomas, esas nociones deben formu- 
larse de nuevo para él, del modo siguiente: 

Una demostración en el cálculo de la deducción natural es una suce- 
sión de fórmulas, cada una de las cuales es una premisa o procede de una 
o varias premisas mediante un número finito de aplicaciones de las reglas 
del cálculo, 

Un teorema del cálculo de la deducción natural es una fórmula que 
aparece sín premisas en una demostración (porque las premisas han sido 
eliminadas). 

El ejemplo L1-L3 de 48 es una demostración (aún vagamente, con re- 
glas no formuladas explícitamente), y la fórmula 1.3 de cse mismo 48 se 
presenta como un teorema. En cambio, 'pvg' de la línea Tm 4-1 de 48 
no se presenta como un teorema sino porque no hemos indicado las pre- 
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misas por las cuales habíamos aceptado “y” en la línea Lin, Srpongamos 
LE?) "1 Ss 
que “y” valía en esa línca bajo la premisa ly, Entoocos uma indicación 


correcta debería registrar ese hecho, escribiendo, par elemple: 
Lm (1) p, 


lo cual puede leerse: "bajo la premisa “+, vale “p””, —- De Lm la regla R2 
permite pasar a la línea 


im 1 (7) pra, 





pero también bajo la condición de que valga la pr ca 
o, como diremos, “bajo “1”. "p y q" no es pues un teore : sa Lan +1. 

Esta indicación de las premisas de que depende el ro o de la apli- 
cación de una regla es imprescindible. Pues una pronisa no tene por qué 
tomarse, al modo de los axiomas, como válida, Por tanto, lo que se obtenga 
de ella mediante la aplicación de las reglas del cálenlo no sorá válido en 
general, sino sólo válido bajo aquella premisa, según las Y : del cálculo. 

Ésta es la primera de las características del cálculo de la deducción 
natural comparado con el sistema axiomático. Á con estudiare- 
mos $us demás peculiaridades, 


























50. Los dos géneros de operaciones hásicas del y : de la dedue- 
ción natural, — Como algoritn 1 de la lógica de prcdi 5 de primer 
orden, el cálculo de la deducción natural tiene que < con las cons- 
tantes lógicas de ese lenguaje, que son los functores + < y los cuan- 
tificadores. Las dos operaciones básicas que pueden <a con cada una 
de ellas son introducirle y eliminarla en o de las fórmulas, El ejemplo de 
las líneas Lm-Lim + 1 es un caso de introducción del hunstor “e, Está claro, 
en cambio, que de 















Lx prog 
no debe ser lícito pasar a 
la +1 P, 


pues p v q puede valer con sólo que valga *g”, aunque 'p' sea folen. Hechos 
como éste tienen que tomarse en consideración al ostableocer las roglas del 
cálculo, 

Pero las dificultades principales se encuentran en la introducción de 
“(Y y la eliminación de Y, 








La introducción de [ Y.— No es correcto afrmnar cue bajo la premisa 


Ls Puy 


vale la fórmula 
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Ls +1 (s) GO Px4, 
pues bajo la premisa 
tu es menor que Y, 


que puede ser un modelo de la fórmula Ls, no vale la interpretación corres- 
pondiente de la fórmula Ls-+ 1: 


toda cosa es menor que (y. 


Si a pesar de eso ese paso es en algún caso lícito, ello será porque “w 
tenga la peculiar condición de haber sido tomada en Ls sia ninguna res- 
tricción, de tal modo que lo que valo para ella respecto de “y' valga tam- 
bién para todas las cosas. Este paso, por tanto, sólo será lícito si “w se 
mantiene para siempre así en el resto de la demostración: como la espe- 
cial variable que, por estar con “y' en la relación P, hace que toda cosa 
esté con “iy en la relación P. Para recordarlo, procederemos a anotar la 
variable “u' en pasos de este género, con objeto de no someterla ya nunca 
(en la misma demostración) a operaciones que puedan alterar ese su es- 
pecial papel, al ponerla en alguna otra relación especial, Pero lo que hay 
que recordar no es sólo que “w es muy especial, sino, además, que su uni- 
versalidad se refiere precisamente a una relación con “y. El uso de “w” con 
esa universalidad depende de “y. Tal vez en relación con otra cosa no 
fuera “4 universal de ese modo. Dicho de otra manera: la generalización 
de “4 depende de “y, o, en general, de las demás variables libres de la 
fórmula generalizada, 

Según esta reflexión, anotaremos el paso anterior del modo siguiente: 


Ls Puy 
u [y] Ls +1 (OPxy. 


También se desprende de la consideración anterior que una variable no 
puede ser anotada dos veces en una misma demostración, pues la segunda 
anotación haría ambigua la razón por la cual se ha generalizado la varia- 
ble, Anotada ésta una vez, su significación está fijada. Anotarla otra vez 
sería cambiarle la significación. 

Por análogas razones debe prohibirse el anotar una variable Y” en de- 
pendencia de otra, y, 


x= lyl 
y luego, en la misma demostración, 'y' en dependencia de “%, 
y [xl 


pues eso anularía toda dependencia, y destruiría así la significación fijada 
para %x, al mismo tiempo que impediría fijar la de “y. 
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La eliminación de “Y plantea un problema parecido. En efecto, de la 
línea 


Lt ÁxPxs, 
no debe poderse pasar sin más precauciones a la línca 
Lt 1 (tp) Piu, 
pues del enunciado 
hay algún astro que es satélite de la Tierr 


que puede ser un modelo de la fórmula Lt, no 00 





Marte es satélite de la Tierra, 


enunciado que puede obtenerse con la misma interpretación (sobre un 
£ =l0s astros) aplicada a la fórmula Lt+ 1. 

Si el paso es válido, es da la Uy de Lt 1 tieno e na característica 
muy especial: se toma, en efecto, como nombre del a! Igo que 
la Tierra, el algo que está en la relación P con el obioto n 

Como en el caso de la introducción de '()', habrá, pues, que anotar la 
variable así especificada o fijada, y someterla a las mismas prohibiciones de 
doble anotación y de anotación en dependencia recfprooo. El paso se in- 
dicará asl: 


Lt HaPaa 


y [u] Lt+ 1 (e) Pyu. 


Las situaciones de los pasos de introducción de "(Y y d 
de “*' son corrientes en nie La primera se da, por 
cuando, después de haber demostrado un determinado onuno 
una variable cualquiera, sin poner a ésta ninguna sent icojón, 
que el enunciado es válido para cualquier indiv o 
riable. (Esta comparación es de E, Hermes.) -— Tarabién la. situación de la 
climinación de “E es frecuente. En las siguientes “2 bras de 
una argumentación de geometria se da, por ejemplo, a y r la consi 
guiente anotación o fijación de “y: “Sea el triá ángulo Sabemo 
hay un punto en el cual se cortan las bisectrices, UL, D, Z se sus tres ángu- 
los (premisa: HxPxuvz). Ses y ese punto (paso a: »y iczj”, eto. Es claro que, 
después de eso, el geómetra no podrá ya llamar * gún otro punte en 
la misma demostración: “y' está fijado, anotado ni logía que 
hemos adoptado, en dependencia de las tres ise brices, U, D, Za 




























"Al introducir 
la estructura del 
la reenltante 


“e 


o eliminar (Y o Y hay que asegurarse de que 56 e 
operando, La fórmula a la que se aplica la operación y la 


51. Isomoriía de fórmulas y sustitución de variab 
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deben tener una parte, el operando de la fórmula cuantificada, isomorfa. 
Esto ha quedado garantizado en los ejemplos anteriores por el requisito 
— que no dimos explícitamente — de que se pueda pasar de una a otra 
versión del operando por sustitución de variables. Así, por ejemplo, la con- 
servación de estructura en el paso de “Puy” a “(x)Pxy' quedaba garantizada 
por el hecho de que de “Pxi puede pasarse a “Puy” por sustitución de “Y 
por “tf, lo que anotaremos 


Puy > [u/x] Pay, 


o, más en general, llamando a “Pxy X y a “Puy Y, 


Y o [u/x] X. 
Obsérvese que ese requisito no impide el paso de 
La Pxy EN 
a 
La+1 (a) Pyy (<=, 
pues vale 
Y > [y/x] X. 


Un paso así no presenta peligro alguno en una operación como la elimi- 
nación de (Y o la introducción de “Y”, que son operadores sin dificultades: 


Lb (OPxy (=(MD 
Lb+1(b)  Pyy: (=Y) 


Pues si toda cosa está con y en la relación P, también y mismo estará 
en esa relación con Y. 

Pero, en cambio, esa posibilidad debe excluirse en la introducción de 
“(Y o la eliminación de “3, pasos, como vimos, injustificados en general, 
y sólo justificables mediante el respeto de ciertas medidas de precaución. 
En una eliminación de “Y' debe excluirse aquella posibilidad. Por ejemplo: 


La HaPay  (=3$UxX) 

Ld+1(d)  Pyy  (=Y) 

es un paso que cumple la prevención estructural 
Ye [y/x1 X, 


pero es incorrecto, como ilustra, según un procedimiento que ya nos es 
familiar, una interpretación adecuada aplicada a ambas fórmulas: 


para Ld: hay algo que es mayor que 1; 
para Ld + 1: y es mayor que y. 
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Con objeto de evitar estos resultados indescable 
os” (H. Hermes), que son la introducción de (Y y la 
habrá que exigir, además de la equivalencia esteuct 


Yo ly/xa XK, 


gr 





(y además de la anotación de la variable fijada, y de las prohibiciones de 
doble anotación y de anotación en aia recíproca), la segunda 
equivalencia estructural: 


X o [1/4] Y. 


Con esta nueva exigencia era imposible el desastroso paso de Ld a Ed + l. 
Pues aunque vale en ese caso 


Y e [y/x] X, 
no se respeta en cambio 


X > lx/9] Y, 


ya que 
[2/41 Y  “Pxz, 


mientras que 
A + Piaf. 


:. La necesidad 
7 3£ 


ón larga, 





No siempre es necesario hacer verdaderas 31 
de practicar sustituciones se presenta cuando, en ia 
hay que anotar varias variables. Entonces conviene y 
cando sustituciones. Mas cuando la demostración no ro 
o cuando, aun requiriendo algunas, los pasos son po 








ES anota o 
meda ser inútil 





nes, 





sustituir realmente. Un ejemplo es la siguiente dem 
Ll (). (Pay (090 


L2 (1. Pay (=Y) 
L3 (0). (0Pxy — Poy 

Otro, el siguiente fragmento de demostración: 
11 (1. axPxy e Ha 

xlyl 12 (0. Pay == 


En los dos casos se respetan los requisitos de 
establecido. En el primer caso, porque vale 





que hemos 


Yo lx] X; 
y en el segundo porque vale 


[Y <> laJal da e iaa] Y 
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Las variables de la última linea de una demostración. — Todas esas re- 
glas de la teoría (metalingúística) de la sustituibilidad en el cálculo de la 
deducción natural no bastan aún para evitar completamente el peligro de 
inconsistencia. Considérese, por ejemplo, la siguiente breve serie de fórmu- 
las que se diera como una demostración: 


L1 (Py) Py (premisa) 
y 12 (Py) (0Px (introducción de “()). 


Esa sucesión de fórmulas cumple todas las prevenciones puestas al paso: 
“y está anotada (sin depender de ninguna otra variable libre porque no la 
hay en L2: se recordará que en lógica de predicados de primer orden las 
letras predicativas, como no son ligables, no son verdaderas variables, sino 
parámetros). Vale además: 


[Py > [y/x] Px] a [Px e [1/4] Pyj. 


Por último, “y no está anotada más de una vez, ni anotada, tampoco, en 
dependencia recíproca con ninguna otra variable, 

Sin embargo, la conclusión de la presunta demostración no está justi- 
ficada, pues afirma que todo es P basándose en que y es P. 

Para evitar que fórmulas sin fundamentar, como la de ese ejemplo, 
puedan darse como conclusiones de demostraciones, estableceremos la si- 
guiente última condición sobre el manejo de las variables: en la última 
línea de una demostración no puede aparecer libre, ni en la fórmula misma 
ni en sus premisas, una variable anotada. En el ejemplo anterior, “y” aparece 
libre en la premisa “Py” de “(x)Px, En el ejemplo siguiente, la variable 
anotada aparece libre en la fórmula misma de la última línea: 


L1 (HxPx). ExPx (premisa) 
y  L2 (HxPx). Py (eliminación de Y). 


52. El cálculo de la deducción natural, — En el sistema de reglas del 
cálculo de la deducción natural que se da a continuación, según una pre- 
sentación de H. Hermes (con muy pocas variaciones), la “Y significa “intro- 
ducción”, la “P “eliminación”, “RP” abrevia “Regla de introducción de pre- 
misas”. — Cuando debajo del trazo que separa las premisas del resultado 
hay dos fórmulas separadas por un trazo vertical, es que la regla permite 
pasar de las premisas a cualquiera de las dos fórmulas. Las letras entre 
paréntesis son premisas que se van arrastrando. — En 53 se comentarán 
intuitivamente estas reglas, 


RP: Lm (2) Xx 
RI; im (Z) X=>Y 
Lm + r (U) X=>wY 


Lm+141(Z, U) cas ql 


RE 


Bl y: 


RE Y: 


Bla 


Re: 


RE +: 


RO : 


con: 


con: 
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Lm (2) 
Lm + Rr(0) 


im ri1z U 
Lo (Z) 

Lm +1 (2) 

Lm (2) 


Lm-+r (0) 
Lon +11 (7) 


imor-a+ 142 Y, 


Lm 2) 
Lm-r(0) 
Lm+r+ite Y 
Em (2) 

Im+1 (2 


Lm (X, Z) 
Lm +1 4Z) 


La (2) 
Em +r (75 
Imeprtl1z 





Lm (2) 
Lm+r (9) 
Lm+r+idtz 0) 


Lía (L) 
Lm+1 (2) 


Lm (2) 
im-+ 112) 


y wW 
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PRYAUSAR 


e X 
me 














y 
SE 
X> Y 
E 
L 
Y 
X>Y 
Yo 
XoY|YoX 
XaoY 
XVI 
Y 
Xx 


a) Yoly XlalX e 3/91 Y); 
b) anotación de “if en dependencia de las demás variablos 


libres de (9; 
c) Lm+ 1 sólo pue de 

si “y 
Lm (2) 
Lm+l1 (2; 


Y > [y/x1 X. 


se, 
no está libre en 


r última línea de una demostración 
Znien (aX, 


(Ox 
Y 
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RIA: Lm (Z) Y 
Lm +1 (2) AxX 

con: Y + [y/x] X. 
RE Z: Im (Z) HxX 
Lm +1 (Z) Y 


con: a) [Y o [y/3] XJa [X < [x/y] Y]; 
b) anotación de “y' en dependencia de las variables libres 
en HxaX; 
c) Lm + 1 sólo puede ser última línea de una demostración 
si y' no está libre en Z ni en Y. 


Control final de una demostración. — Una sucesión de fórmulas sólo es 
una demostración si todas ellas se deben a aplicaciones de las anteriores 
reglas y si, además, se han respetado las prohibiciones de doble anotación 
y de anotación en dependencia recíproca. 

La demostración está constituida sólo por la sucesión de fórmulas. La 
numeración de las líneas y la indicación de las premisas son sólo expedientes 
gráficos para facilitar el control. Por eso mismo es corriente indicar las 
premisas ya por un mero asterisco (Quine), ya por el simple número de la 
línea en que fueron introducidas (Hermes). Este último expediente usaremos 
aquí. Á la derecha de las líneas de la demostración es también útil indicar 
las reglas utilizadas en cada paso, y las líneas a las cuales se han aplicado 
esas reglas. 


53. Observaciones 2 las reglas de la deducción natural. — La re- 
gla RP, regla de premisas, o de introducción de premisas, es esencial al 
cálculo de la deducción natural, que no tiene axiomas de los que partir. 
Esta regla autoriza a escribir en cualquier línea de una demostración una 
fórmula cualquiera, tomándola al mismo tiempo como premisa. Por ejemplo: 


10) p RP 


Si se aplica a esa línea Ll la regla RI—>, que es la que permite eliminar 
premisas, se tiene: 


L2 (0) p>p Ris>; Ll. 


“p->p" es una versión del principio de identidad. Vale sin ninguna 
premisa (con cero premisa), lo cual indicaremos convencionalmente por 
“(0). La indicación “(1), de la línea Ll, según una convención de 58, 
indica no que “Y — que es el número de la línea — sea premisa de *p”, cosa 
sin sentido, sino que la fórmula de la línea en que se encuentra — 0 Sea, 


“p' —tiene como premisa la fórmula de la línea 1.1 (en este caso, tam- 
bién “p”.) 
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a ésta como 
ríos, Es una 


la regla RI —, introducción de la nogación, io 
falsedad de una fórmula que tiene consecuentes cot 
versión del principio de no-contradicción, 

La regía RE — elimina la negación según el dicho tradicional “a falso 
sequitur queliber, “de lo falso se sigue cualquier cosa”, La regla autoriza 
a escribir cualquier fórmula como resultado de una contra 
es también una versión del principio de no-contradicel 

La regla RI v puede entenderse como una de 

La regla RE y elimina “Y al modo de lo que trad 
“dilema”, un esquema de razonamiento del tipo sig 











(de uso) de “y. 
mente se llamaba 








no hay más que dos posibilidades, X o Y; 


si X, entonces VW; 
si Y, entonces YY. 
Luego: W, 





Las reglas Bl a y RE A pueden también enter definiciones 
(de uso) de “a! 

La regla RI-> se basa en la idea de que una prornisa, X, de una fórmu- 
la, Y, puede concebirso como antecedente de un condirional cuyo conse- 
cuente es Y. Esta regla puede tombién entenderse como regla de elimina» 
ción de premisas. 

La regla RE > es el equivalente del “modus ponendo ponens” tradicio- 
nal, o de la regla Ef del sistema axiomático HB, 

Las reglas Ri<+> y RE <> pueden entenderse como dcfn 


P 


uso) de e» por *-», 








lonez (de 





Las reglas referentes a los cuantificadores han sido ya : das intuitl- 


vamente en 31 







Todas las reglas pueden entenderse como deofnic 
aquellas a propósita de las cuales se ha invitado explfelt 
glas “definen” las constantes por el procedí 


os de uso, y no sólo 
ente a hacerlo, Las re- 


Dos de los tres 


ntidad y el de no-> 


as reglas del cálculo. No así el de tercio 


El principio de tercio £ 
tradicionales (cfr. 6) —el de i 
recogidos, como se ha visto, en 





EN 3 












excluso. Éste debe incluirse ple itamente cuendo hac: 
siempre, Y puesto que hey una escuela lógica — la l 
o “constructivista” — que no utiliza el principio de te 





instrumento para sintetizar fórmulas en demeostras 
interesante observar que el cáleulo de la deducción not 
para dicha escuela, 

Cuando, en cambio, se le quiere utilizar —y 2 
añade a las reglas anteriores una última: 





[02] 
pie 


es aquí —, se 
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RTE —: Ilm(0) Xv=xX, 


cuyo contenido intuitivo es: en cualquier línea de una demostración puede 
escribirse sin premisa alguna (esto es, como teorema) una fórmula de la 
forma Xy —X, 


Esta situación tiene la siguiente consecuencia respecto de las relaciones entre 
lógica sin tercio excluso y lógica con él: los sistemas lógicos sin tercio excluso 
no son arbitrarios, pues respetan todas las demás reglas. Son, simplemente, sis- 
temas que carecen de todos aquellos teoremas clásicos para cuya demostración 
es necesario usar la regla RATE, 


APÉNDICE AL Carítuzo VII 


B. Observación. —a 53: a pesar de la simplicidad de su principio, el cálculo 
de la deducción natural ha sido de elaboración un tanto accidentada. La primera 
versión de Quine no era consistente, La presentación aquí leída, fruto de la mo- 
dificación del cálculo por Quine para asegurar su consistencia, es poco simétrica, 
cosa que contrasta con el carácter simétrico de sus dos operaciones básicas, 
Hasenjiger ha dado una presentación más simétrica que resulta, en cambio, 
algo menos cómoda en su manejo, y también menos intuitiva, 


Cartruro 1X 
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ALGUNOS TEOREMAS 








— Los siguientes 
ecen así a la 
“lógica de 


54. Algunos teoremas de la lógica de cm 
teoremas (TED TELS) no contienen cuantificadores, y 
parte de la lógica de predicados de primer orden que * 
enunciados”, 


(TED pop. 








Demostración 


3 el con n- 
3 de las incas a las 
se han aplicado) 





(Número de la ll. — (Fórmula afirmada) 
nea y premisas) 





11 (0) p HE. 

12 (2) cu Y RE, 

13 (1, 9 p BE; LL 12 

LA (1) Pp Ai ESA 

ES (0) e Doa Pp Rio; 12 

16 (1) mo Rleo; LS 15 

L7 (0) PA mp Bi»; LS 

La (8) e e Y RE, 

13 (2,8) p RE -:; L2, LS, 

LIO (8) ==> p Hi: LS 

L11 (0) pp Bl>; LL 

12 (0). Prop ETE 

113 (8) p RE vw; 110, L4L L19, 

LI (0) cer po y Bl: LÍO 

Lis (0) PS ra Rie: LY Lid 
(TE1) suele llamarse ley de doble negación” . Fara su demostración 





hace falta el principio de tercio excluso, utilizado en la mea 112 Puede 
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servirnos como ejemplo del modo de demostrar equivalencias: primero se 
demuestra uno de los dos condicionales contenidos en la equivalencia, 
luego el otro, y finalmente se compone la equivalencia mediante la regla 
Rie, 

Cada condicional, por su parte, se demuestra empezando por tomar 
como premisa el antecedente: Ll, LS. 

Cada equivalencia demostrada puede luego utilizarse según una regla 
auxiliar que autorice a sustituir en cualquier demostración una fórmula por 
el equivalente demostrado de la misma. Esa “regla auxiliar número 1” 
tendrá el siguiente aspecto: 


RAIL: Ln (Z) X 
Er (U) XoY 
Lr + 112 0) Y 


La justificación de esta regla auxiliar es que siempre podríamos intercalar 
en la nueva demostración la demostración de la equivalencia utilizada. 
He aquí un ejemplo en el que (TE1) se usa según esa regla auxiliar: 


(TE2) [-poql>o l-q>p] 
Demostración 
110 =Pp>q RP. 
L2 (2) =p RP. 
L3 (3) y RP. 
La (2, 3) par g Ria; 12 13, 
L5 (2, 3) q RE a; Lá. 
L6 (3) =p RI>; 15. 
17 (1, 3) ao p Ri; Ll, ES. 
18 (1,3 p (TE1) aplicado según 


la regla RA] a 17 (omitiendo una 
línea pep, que suponemos 
registrada en una tabla de teo- 
remas). 

19 (1) =G>p RI=>; LS, 

110 (0) lrp>ql>loq>opl Rio; L9 


Esta demostración da pie para admitir como regla auxiliar otro expe- 
diente cómodo: afirmar una fórmula con más premisas de las necesarias, 
con objeto de conseguir luego un condicional conveniente, mediante Ri=, 
La regla podría tener el siguiente aspecto: 


RA2: La L) XxX 
In+md1Z 0) X 
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ón la línea L3 de la anterior demostración se tenía a “q sn más promisa 
que “= q” misma. Mediante la regla RI a, en la líneas LS se logo a tener 
a“ q bajo las premisas q y “ep”. Esto permi útil con- 
dicional en L6. — Usando la regla auxiliar RÁ2 se ! o abroviar 
en un paso la demostración de (TE1), del modo s 











11 (1) e B ax, 

12 (0 pan p Bi=>o; El, 

E3 (1, 3) p EP, RAS, con la pre- 
misa superiva q 

L4 (3) e a] Ri: 13, 

10 (0) o P Bla; 12, L4. 

LS (0) PA ra ro P Ri>; 15 


Este resultado no se había alcanzado antes hasta la nes L7 


El teorema (TE2) es una de las llamadas 
Valen otras tres sin cuantificadores: 


(TES) pogo ioq> pl 
(TE4) p> ql olaa. 
(TES) ip q] o las pl. 





o negación: como 







(TES) se demuestra como CE E2), usando la ley de dol 


ésta 2 su vez se demuestra usando el principio de * excluso, eso 
quiere decir que (TE2) y (2E3) suponen. dicho principio, El cual, en 
cambio, no es necesario para la de emostración de (TES) y TES, 
(TES) prao grp 
Demostración 
L1 () pa RP, 
12 (2) p RE, 
3 (3) g RP, 
LA (2) gp Hiv; LO 
L5 (3) qvp : Riv; 13, 
Ls (0) p>qvYp Hi=> 3 LA 
17 (0) I>qrp Rio; LS 
ES (1) qvp HEv; LL 16, LT 
L9 (0) praor>gvp Al; 18. 


Z 


La otra mitad de la demostración, o sea; la dem nde grp prg, 
procede del mismo modo, La demostración termina con rra aplicación de 
la regla Rie. 


El teorema (TES) se llama “ley conmutativa de la 
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igualmente vale la ley conmutativa de la conjunción: 


(TE7) paqoqap 
Demostración 
L1 (1 PAG RP. 
L2 (1) q REa; El 
13 (0) Pp REa; Ll 
L4 (1) JAP Rías 12, 13, 
ES (0) PAGIGAP Rio; La, 


La otra mitad de la demostración, hasta q Ap =>pa q, procede del mismo 
modo. La demostración termina con una aplicación de la regla R +. 


(TES) paíqar]ol[paqlar 

Demostración 
11 (1 palgar) RP. 
12 (1) P RE a; Ll. 
L3 (1) gar RE a; Ll. 
L4 (1) q RE a; 13. 
LS (1) , RE a; L3. 
L6 (1) pAg Ria; 12, 14. 
E7 (1) Ipaqlar Rla; LO, L5. 
L8 (0) palqarl>ÍIpaglar Bl=>; E7. 


La segunda mitad de la demostración, hasta “[paqlar=—palgarl, 
procede del mismo modo. La demostración termina con una aplicación 
de la regla Ro. 

(TES) se llama ley asociativa de la conjunción”. igualmente vale la ley 
asociativa de la disyunción: 


(TE9) pvlgvr] > lprgqlvr. 


Como consecuencia de (FES) y (TE9), los paréntesis resultan inútiles 
en fórmulas que no contengan más functor que “a” y en fórmulas que no 
contengan más functor que “y. 


(TEL1O) pvigarlolpvogla lp vr]. 
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»4 















Demostración 
L1 () pvigar] HP. 
12 (2) p RE, 
L3 (2) pra Riwv; 12 
L4 (2) pr Riv; 12, 
3 (2) lovgla lpvr] Rla; La, L4. 
Le (0) polpvolalpvr] Risa; 15, 
7 (0 GAr RP, 
L8 (7) q REa; LY 
192 (1) P RE A; 08 
L10 (7) pvrG Riv; L8 
LU (7) pr Ri Ye L9., 
112 (7) lpvqlalovr] Bla; L1O, LIL 
El3 (0) gar=Iipwglalpvr] Ri>; LIZ 
114 (1) lipvglalpra REvw; Li, LO, 113. 
L15 (0) prigarl>ipeglal pre] Ri>; LI4, 
116 (16) lpvqglalpwr] j 
L1Y7 (16) pYgq L16. 
E18 (16) pyr 116 
Ll9 (19) q 
120 (20) 7 
E£21 (19, 20) QAr w LIO, 120, 
122 (19, 20) prigar] Rlv; L2L 
L23 (2) pvigari Riv; L2 
124 (20) cc q>opviqar] Ri=; 12% 
1,25 (0) poprlgar] Ris>:; 123, 
L26 (16, 20) pvigar] RE vw 117, L24, L25, 
127 (16) ropvrigar] Ri=>; 126, 
128 (18) pviqgarl] RE v; 113, 125, 127, 
L29 (0) Ipvqialpvr] >pvigar) Ri; 128, 
E30 (0) pvigarl eo lpgvglalpyr] Bios: 115, 129, 
Este ejemplo muestra la técnica general adecuada para operar par- 
tiendo de una disyunción: hay que introducir e xemisas todos los 
ír que la ¡nión 


componentes de la disyunción; luego hay que < 
buscada se encuentre como consecuente de 20 
dentes sean aquellos componentes de la disyun 
L6, L13). Entonces se puede aplicar la regla RE y, 5 
buscada como consecuonto de la disyunción de pa A. 

(U10) es la ley distributiva de la disyunción por la ción, A dife- 
rencia de lo que ocurre en álgebra — donde sólo hay 
del producto por la adición, pero no de la adición por el 
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“a y “Y hay dos leyes distributivas. Pues vale también la distribución de la 
conjunción por la disyunción: 


(TE11) palgvri]<ol[pagly [par] 
Demostración 

11 (1) palgvr) RP. 
L2 (1) p RE a, LL 
13 (1) qyrr REA LL 
LA (4) q RP. 
L5 (5) 1 RP. 
16 (1,4) PAJg Rla; L2, LA, 

1 (1,4) ipaqlv [par] Riv; LO. 
Ls (1) q>!Ipaql v [par] RI=>; 17, 
L9 (1, 5) par Ria; 12, L5. 
Li0 (1, 5) [paqlvIpar) RI yv; L9. 
111 () r=>[paqlvlpar] Ri=>:; 110. 
112 (1) [paq] y Ipar] REv; E3, ES, 1ll. 
L13 (0) palgvr]=>!Ipaqlvipar] Ri=>:; Ll12, 
1,14 (14) Ipaq) v [par] RP. 
115 (15) prAq RP. 
LI6 (16) PAT RP. 
117 (15) p REA; 115, 
L18 (15) q RE a; 115. 
LI9 (15) qyr RIv; Ll8, 
120 (15) palg yr] Bla; 117, 119, 
L21 (0) paq =>palg vr) RI=>; 120, 
L22 (16) p RE a; L16. 
123 (16) r REa; 116. 
121 (16) qyr El v; L23. 
125 (16) palgvr] Bla; 122, 124. 
L26 (0) par=>palq wr] RI-=>; 125. 
127 (14) pal[g wr] RE yv; Li4, 121, L26, 
1.28 (0) Ipaglvlpari=>palgyvr] RI=>; 127, 
L29 (0) palgvrI<=lIpaqlvipar] Ri*; 113, 1.28. 


Los dos últimos ejemplos muestran repetidamente, además de los pro- 
cedimientos generales para operar con conjunciones y disyunciones, la 
necesidad de disponer de una misma fórmula varias veces, pero con pre- 
misas distintas. (Por ejemplo, en la última demostración, las lineas 119 
y L24,) 

(TELO) y (TEL) fundan dos modos de “sacar factor común” en lógica 
de enunciados. 


(TE12) =lpaglo-pr=q. 
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Demostración 





11 (1) =ipag] RP. 

L2 (2) p RP. 

L3 (3) 3 RP. 

Lá (2, 3) PAG Rla; E2, L3, 
A RE"; LL LA. 
L6 (L, 3) pap Ri: LA. 

1,7 (0) .p>op Ri=; 12 

18 (1, 3) =P Ri; L6, 17. 
L9 (L 3) PY Riv; 13, 

L10 (1) GAP Ri>; L9, 

zu an) q EX, 

L12 (1) LP Rlw; LIL 

213 (0) SA Ri=>; 112, 

EM (0) Ge G HTE. 

115 (1) po RE vw: Lio, 113, LI. 
16 (0) e lpaql>—proq Ri=: L15 

117 07) Pra EL 

1,18 (18) up RP. 

119 (19) ¿e RP. 

20 (20) paq RP. 

121 (20) p 

122 (138, 20) Ap 

123 (18) PpAGqoogo 

124 (0) pAG>p 

125 (18) [pag] 

126 (20) 3 

127 (19, 20) rd 

128 (19) DAG>OAG : 

1.29 (0) paq—=q Ri>; 126, 

130 (19) [pag] RI; L28, 129. 
E31 (0) =p>o[pagl Ri>; 125, 

132 (0) “go “lpagl Ri=>; 190, 

133 (17) [pag] RE v; LY7, 131, 132 
1.34 (0) mp o pag] Ri=>:; 139. 

E35 (0) elpaglo prog Rios; Lis, 134, 


(TEL2) es una de las llamadas eyes de De Morgan (De Morgan, 


1806-1871). Otra es 





(TE1S) elpyrgl o par. 





ona más functor 


Cuando $e trata de demostrar una fórmula que no e 
i Oremisas todos los 


Sirar 1 
que >, el procedimiento se reduce a introducir cor 
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antecedentes, y luego eliminarlos de modo oportuno. He aquí un ejemplo, 
forma del “principio del silogismo” en lógica de enunciados, que es una 
ley de transitividad de =>”: 


(TE14) lp > ql > [lg >1] >[p >1]] 
Demostración 
L1 (1) pP> RP. 
L2 (2) q>o1 RP. 
L3 (3) p ESA 
L4 (1, 3) q RE=>:; 11, L3, 
15 (1, 2, 3) Tr RE->; L2, 14. 
L6 (1, 2) por RI=>; ES. 
17 (1) lg >1]>[p =>] Rl=>; LO. 
Ls (0) ip>ql> [lq>or>lp> 11] Rio; 17, 


Análogamente vale 
(TE1S) [pe qlal[g<1] > [p<], 


que es una ley de transitividad de “e>, 


55, Algunos teoremas com cuantificadores.— Las dos fórmulas si- 
guientes son los esquemas de dos “modos silogísticos” tradicionales. Su 
consideración aquí ilustra dos cosas: primero, que toda la silogística (es 
decir, el sistema de los “modos silogísticos”) es un breve conjunto de teo- 
remas de la lógica de predicados de primer orden; segundo, que no todos 
los modos silogísticos son correctos si se formulan sin precauciones en dicha 
lógica. j 


(YP16) (09[Px > Qrla (0[Ax > Px] > (2) [Rx > -— Ox] 
Demostración 
El (1) (D[Px > Ox] a (1) [Rx > Pax] RP, 
E2 (1) (0) [Px > Qx] RE a; Ll. 
13 (1) (0 [Rx => Px] RE as Ll. 
Lt (1) Px> mm Qx RE (O); L2 
L5 (1) Rx > Px RE (); 13, 
L6 (6) Rx RP. 
L7 (1, 6) Px RE =>; L5, L6. 
L8 (1, 68) Ox RE => La LT 
L9 (1) Bx=> Ox Ri=>; L8, 
x LIO (y (0) [Rx > Qx] RO Ls 


LU (0) (Ol >-Oxla (0) [Rx >Px] > 
(x) [Rx=> =— Ox] Bl; £J0. 
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(TP16) es el modo “Celarent”, de la -. primera 
M es P; todo 5 es M; luego ningún $ es P”). 


La fórmula 
() [Rx > Qx] a (2) 


Lx =>Px] >» MxlPxa Ox], 


ra £enra, Todo 





que corresponde al modo da “Darapti” de la tere 


M es P; todo M es $; luego algún $ es P”), no es válida en esa formulación, 
noia de algún x 


sino sólo si se añade a la premisa la afirmación de la 


que sea KR (o sea, si se le añade: “HaRx). La razón des 2 
la premisa sólo afirma relaciones lógicas, la con 
(cfr. 26). Pero la existencia uo puede inferirse de 1 


Asi, por ejemplo, de la promisa 


todos los centauros 


son cuadrúpedos 


no se sigue la conclusión 


algunos cuadrúpedos tienen cabeza humana 


más que si hay centallros. 
La formulación correcta de Darapti es pues: 


(TPID) (NiRx > Ox] a Go)[Bx => Pao] a Ra > do «Qu 
Demostración 

11 (D  (oiRx> Orla (0) [Re > Pol a BxRx RP, 
12 (1) (9 [Rx=>0Qx] RE aj El 
L3 (1) ()[Rx->Px] RE As Ll 
14 ()  UxRx RE a Ll 
15()  Rx=>Qx 2 O; 12 
16 (1) Rx>Px RE O; 13. 

x EF) Rx al Lá. 
18 (1)  Qx E >; L5, E7. 
L9 (1) Pe Ae >; L6, LT. 
LIO (4) PxraQx Ria; L8, LS, 
111 (1) Ax[Pxa Oo] RX; 110. 
112 (0) (O[Rx=>Qx]la (Ol[Rx > Pala Ex > 

HxlPxa Ox] Ri; LIL 


tienen cabeza hirmana y 











todos los centanros 


es que mientras 
Birna existencia 
vos lógicas. 
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(TP18) (9[Py > Px] e [Py > G69Px]. 


x ly] 


(01Py > Px] 

Py > Pz 

Py 

Pz 

()Px 

Py => (x13Px 

(m0iPy >Px] > [Py > (0P1] 
Ey Ax)Px 

GyPx 

Px 

Py > Px 

(0[2y > Px] 

[Py > (0)Px1 > (1)1Py >Px] 


(Dl?y >Px] > [Py > (2)PxJ. 


(TP19) (u)[Px > Qu] e [HxPx > Q2] 


Ll (1) 

L2 (1) 

L3 (3) 
u L4 (3) 
L5 (1, 3) 
L6 (1) 
17 (0) 
LS (8) 
L9 (9) 
L10 (9) 
L11 (8, 9) 
1,12 (8) 
L13 (8) 
L14 (0) 
115 (0) 


x [2] 


También valen: 


Demostración 


(0[Px > Q2] 

Pu Qz 

HxPx 

Pu 

Qz 

HxPx => Qz 

(0)[Px > 02] > [HxPx > 02] 
AxPx > Q2 

Px 

HxPx 

Qz 

Px => Qz 

(D[Px > Q2] 

[AxPx => Q2) > (1)[Px > 02] 
(09[Px > 02] o [HxPx > Q2] 


(TP20) Ux[Px => Qu] e [(19Px > Q2] 
(TP20D Hal Oz > Px] > [Qí > HxPx] 


(TP20) y (TP21) se demuestran análogamente a (TP18) y (TP20), con 
los que están emparentados, Son todos ellos teoremas útiles para conse- 


RP. 

REO; LL. 
RP. 

RE >; L2, L3. 
RIO; L4. 
Rio; 15. 
RI=>; L6. 

RP. 

RE =>; 13, L8, 
RE (); L9. 
RIi=>>; 110. 
RIO; Li. 
Ri>; LI 
Rio; 17, 113. 


RP 
RE (); L1 
RP 


REY; L3 
RE=>; 12 Lá 
Rio; 15 
Rio; 16 

RP 

RP 

RI; L9 
RE=>;5E8, L10 
RI>;L11 
RI(); 112 
RI-=>; 113 
Rio; 17, Ll 
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guir que los cuantificadores afecten a fórmulas ent 
de fórmula enlazadas por funciores veritativos. 


(TP22) COPxa 0) Ox (iPra Ox 
Y E 


as, en vez de a partes 


Demostración 


11 (0) (Px a (a Ox EP 
L2 (1) (0)Px XA Li 
13 (1) (00 REA, Li 
La (1) Px RE (); L2 
ES (1) Ox RE (); L3 
Lo (1) Pxa Qx RIa;La4, L5 

x 17 () (0) [Pza Ox] RIO; Le 
LS (0) (Pza (0 0x > (0 [Pxa Ox] Ri=>; 17 
19 (8) LO lPxa Qí RP 
L10 (9) Pza Qu RE (); L9 
L11 (9) Pz REA; LIO 

z L12 (9) (0)Px BIO; 211 
Li3 (8) Pua Qu RE (O); 18 
L14 (9) Qu REA; LS 

u LI5 (8) (0) 0x Ri); L14 
Li6 (8) 0)Pra (0 Ox Ria; L1£2 115 
L17 (0) COPxa (0) Ox > (o [Pxa Qí] Ri; 118 
L18 (0) 0) lPxa Qu] > í)Px a (0 0z Rise; L8, 117 


En L13 hay que aplicar por segunda vez HE () a LO, con nuevas varia- 
bles, para evitar una doble anotación de “7. 


(TP23) HxPz v ExOx e Hx[Pax e Qui 


Demostración 
11 Q) HxPx vw AxQr REP 
12 (2) HaPx RP 
E3 (3) Ha Ox RP 
vu La (2) Pu RE3;L2 
15 (2) Pur Qu Riv; lá 
16 E) Hx[Px y Qu] RIA; 15 
1,7 (0) HaPx o Hx[ Pa v Ox] Hi->;L7 
z L8 (3) Oz RE 3: L3 
12 (3) Pay Oz Riv; Lg 
110 (3) Hx[Px e Ox] Ri, 19 
111 (0) HxQx > Hal Px v Ox] Rl>:; 116 
LU () Ex[Px e Qu] RE vw; 12, 17 EU 


10. INTEOPUSTIÓN A LA LÓGICA 


144. EL SISTEMA DE LA LÓGICA ELEMENTAL 


113 (0) AxPx y HxQx > Hx[Px v Qx] Ri>; LJ2 
L14 (14) — Hx[PxvQx] RP 
x Li5 (14) Pxv Qx RE; Ll4 
LI6 (16)  Px RP 
1,17 (16) HxPx RIA; LI6 
118 (16) HxPx v HxQx RIv; L17 
L19 (19) Qx RP 
L20 (19) AxQx R1I3; 119 
L21 (19) AxPa v HxQx El y, 1.20 
L22 (0) Px > HxPx y HxQOx BI =>; 118 
123 (0) Qí > HxPx y HxQx Ri>;, 121 
124 (14) HxPa y HxQrx RE yv; L15, L22, L23 
125 (0) xj Px v Qx] > HxPx y dxQu RI=>; 124 
L26 (0) HxPx y HxQx o Hx[Px y Ox] Rie; Li3, 125 


(TP22) y (FP23) son leyes de distribución de cuantificadores y sirven, 
como (TP18)-(TP21), para sacar cuantificadores del interior de fórmulas. 
Es interesante observar que (TP22) y (TP23) ponen a (y y Y en rela- 
ción con la conjunción y la disyunción, respectivamente. El generalizador 
puede, en efecto, entenderse como una conjunción total o universal. Sea, 
por ejemplo, un ( finito, de tres elementos a, b, c. Dada una propiedad 


cualquiera, P, afirmar sobre ese universo del discurso que todo individuo 
de él es P, 


()Px, 
es lo mismo que afirmar: 
ParPbaPo, 


Sobre ese mismo universo del discurso, afirmar que alguna cosa del 
mismo es P, 


axPx, 
es lo mismo que afirmar: 
PavwPbyPc. 


El particularizador puede, pues, por su parte, entenderse como una dis- 
yunción total o universal, es decir, que abarca a todos los individuos del 
Q dado, 
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(TP24) — ()Pxo Ham Px 


Demostración 
11 () (Pz RP 
22 (1) Py EL (h 1 
E3 (S) dra Pa HR 
y 14 (3) mo Er RES; L 
15 (0,93) Py rs LA LA 
6 (1) lx Pa > Py 2zi>:; 15 
17 (0) Ue re Pa» Py Hi>:; L4 
13 (1) 0 xr Po Blo; LO, L7 
ES (0) GOPx > ee Ha re Pa HB»; 18 
110 (19) e Ex e Pz E 
111 4D mu Pax BP 
112 (11) Ha e Pz RIM; 111 
113 (10, 11) Pa RE: 110 112 
Liá y me Par» Pz Ri>:; LiS 
LiS (0) e Para Pr Ri=>; Li 
LJ6 (10) cr ns ER Rizo; 114, LIS 
LIT GO) Px RAl, con (TED); 116 
x 118 (10) taPz Ei L17 
119 (0) e Ex rm Pa (Pz Ri»; LJ3 
120 (0) Ox e - Ux e Px Rie; 19, Lio 


Análogamente se demuestran: 
(TP25) (Qi Pio HxPx, 
(TP28) —(1)Px > Ex e Pz, 
(1227) G) Pro HxPe, 

(TP24)-(TP27) muestran que es posible proscind: 
cuantificadores, pues basta uno (con la ayuda de lan 
ambas cuantificaciones, 

De modo parecido, las leyes de De Morgan (TEÍ 2 ATE1S) muestran 
que es posible prescindir de “4 a de "y, pues basta uno de osos dos func- 





uno u otro de los 
paza expresar 





anitm 


HN 











tores (con la ayuda de la negación) para expresar a incion.es, 
Los ejemplos siguientes se relleren al orden de Y y y “E cuando apa- 
recen en una misma fórmula. 
(TP28)  HybdPxy > (iy Pxy 
Demostración 
11 (0) IyiPxg HR, 
uv L2 (1) Pas 24; hl 
13 (1) Pau RE (); 12. 
14 () HyPzy RIA; La 
z 15(D) ()EyPoy RO; Le 
Le (0) HO Pay > (DdyP a Ri=; L5 
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No vale, en cambio, la implicación inversa, 
()dyPxy > Uy Go) Pxy, 


como puede verse por el intento de demostración: 


Lt 4) (0JlyPxy RP. 

E2 (1) MyPzy RBO; Ll 
ulz] 13 (1) Pzu REY; 12 
3lu] 14 (1) (0) Pxu RO 3. 

13 (1) H y (2) Pxy RIA; LA 

L6 (0) (0 lyPxy > AyO)Pxy RI>; 15, 


Esa sucesión de fórmulas no es una demostración, porque hay anotación 
de variables en dependencia recíproca (13, 14). Interpretando “P” por “ser- 
menor-que”, con (4 == los números naturales, (T'P28) sería: 
si hay un número y tal que todo número x es menor que Y, €n- 
tonces para todo número x hay un número y tal que x es menor 
que y: 

o, dicho más condensadamente: 


si hay un número mayor que todos los números, entences todo nú- 
mero tiene uno mayor que él. 


En cambio, con esa misma interpretación, la fórmula indemostrable dice: 
si para todo número x hay otro, y, mayor que él, entonces hay un 
número, y, tal que, para todo número x, x es menor que 1); 

o, en estilo más condensado: 
si para todo número hay otro mayor que él, entonces hay un 
número mayor que todos los números. 


Vamos a ver ahora una fórmula en la cual resulta, en cambio, lícito cambiar 


el orden de () y Y' en el mismo sentido que en el anterior ejemplo hemos 
visto era ilícito; 


(TP29) GJHy[Pxa Cyal > Hy Goy [Px v Oyx] 
Demostración 
11 (1) — (0ly [Pxa Qyx] RP. 
12 (1) y [Pxa Qya] REO; LL 
2lx] 13 (MD PraQu RE 5; LO, 
L4 (D)  Px REA; ES, 
15 (0) PxvQix Piv; 14 
xl] 16 (1)  GoLPxvQtx] RO; 25 
17()  3y(DLPx Y Qyx] RI; ES. 


L8 (0) — (DAy[Pxa Qui] > Hy(OLPx Y Qyal RIl=>:; 17. 
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: Ia Y 


ia de la amtorior fórmula, 
es más débil iron 
. Pero esta debi fitación 
tente férmula, a 


Podría pensarse que (T'P29) vale, a diferene 
porque el consecuente, que tiene sólo disyun 
menos) que el antecedente, el cual leva conjene 
no basta siempre. Ási, por ejemplo, no es válida la “Ez 
posar dle presentar la misma debilitación en el conser 










(MIAyiPxy a Oxyl > y tx) [Poy y Ox]. 


Que no es válida puede verse por el siguiente intento de demostraci 


El ( CO3dy[Pxy a Qxu) RP, 

L2 (1) IylPzy a Oxy] REO; LL 
zlx] 13 (0 az A Quí REA; 12, 

LA (1) Pez REa: L3, 

LS (1) Paz y Óxa Rv; LA, 
xix 16 (0D) (0 lPxz v Qxa] RIO; ES. 

17 ( Ay) LPxy y Oxy] RIM; L6, 

L8 (0) GUY lPxy a Oxy] > yO [Pay vr Ox] RI=>; 17 


Esa sucesión de fórmulas no es una eaAS ción, pues hay anotación 
de variables en dependencia recíproca (1.3, 18), 

Consiguientemente, | la demostrabilidad de (TZ no se debe sólo a la 
debilitación de “a' en “w, sino a alguna otra cansa E do las líneas 
LA de ambas demostraciones, la correcta y la inc "edo verse (que 
esa otra causa es el hecho de contar, en la demos! ade (TP2O), con una 
fórmula predicativa monádica, lo que permite practicar un cambio de ya- 
riable al debilitar “a en “y en las líneas L5 

Este ejemplo nos indica, que, aun dentro del cálente de predicados de 
primer orden, hay una diferencia importante entre su parte monádica y su 
parte poliádica. Esa diferencia nos ocupará más 2d la Por ahora bas- 
tará con observar que la relación anteriormente nAicada ontre (Y y “a, 
por una parte, y “Y' y “v' por otra, en cuanto se refiere a operaciones sobre 
individuos, vale sólo, en la forma que vimos, para o monádicas. 


















La expresión monádica 
(Pz 


. 


puede entenderse como una conjunción de 





PxaAPxma... 
Pero la expresión 
(NP Y 


no puede entenderse de ese modo, En este caso, si se la quiero interpretar 
como conjunción de expresiones sin cuantificar, las entid tomadas com: 
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individuos (los símbolos tomados como sujetos) no serán propiamente indi- 
viduos, sino pares ordenados de ellos: 


Pa A Px1y2 A Px1x1 AP YY A Pxoya Néces 


Tomando el mismo £ = (a, b, c) de antes, (x) (y) Pxy' vale tanto como 
la conjunción: 


PaaaPabaPacaPbaa PcaaPbbaPbeorPcbaPcc. 


Capítuzo X 


FORMAS NORMALES. COMPARACIÓN 
DEL SISTEMA AXIOMÁTICO CON EL CALCULO 
DE LA DEDUCCIÓN NATURAL 










36. Noción de forma normal. — Varios de los to 
del capítulo anterior son equivalencias, y nos an na utilizar una 
fórmula en vez de otra de la que es equivalente, de acuerdo con una regla 
auxiliar del tipo de las definiciones (una regla como > RAL, que usaremos 
abreviadamente en lo que sigue, como, por lo demás os hecho ya al- 
guna vez). Por ejemplo: el teorema (TE12) nos permite usar la pro gen 
vez de [pag]. Basándonos en este teorema , po e convenir en una 
reducción del número de simbolos elementa ales o 2 tivos del lenguale 
de la lógica de enunciados, suprimiendo “4. Teniendo en cuenta (TE12) 


y la ley de doble negación (TEL), vale en efecto: 


s (TE) y (TP) 


A 
















pag e” [prog]. 


Por convenciones como ésa puede normarse de un modo económico — es 
decir, con ahorra de símbolos primitivos — el lengr 


rado. Establecer un sistema de tales convenciones es 07 
normal para las expresiones del cálculo. 





y 


El uso de formas normales es sobre todo útil para la teoría lógica, para 
los razonamientos metalógicos sobre un cálculo, porque disminuye el nú- 





mero de símbolos, fórmulas y reglas que estudiar. En cambio, no “suele ser 
conveniente (salvo por una aplicación: cír. cap. XUL 13) para el manejo 
de los cálculos lógicos desde el punto de vista d ; ón de por 
regla general, las formas normales, precisamente 1 
con que cstán escritas, son más largas Y engorr 
tas con un léxico más abundante, 
de mane] jar que su posible forma norma 
Las convenciones que dan como resulta 

de predicados afectan, como es natural, oros veritativos 
cuanto a los cuentificadores. Empezaremos por € r aquéllos, 

















vada lo qupr. 


ates en la lógica 
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57. Normalización de los functores veritativos. — En las formas nor- 
males de uso más frecuente en lógica se prescinde de los functores * 


y >. De “+” puede prescindirse por el teorema 


[pe ql e lp=>qla lq > pl. 


(TE30) 


LI1 (0) 


(TE31) 


L1 (1) 
L2 (2) 
13 (0,2 
La (1, 2) 
L5 (1) 


Pt 
p>q 
q>p 


Demostración 


lp=>qlaig=>pl 
[pe ql => lp =>q]a [q > p] 
lp >qla ig >p] 


pg 
q>p 


pe 


[pala =p 1091 
lIpeqloip>qgla lg > pl. 
De “> puede a su vez prescindirse por el teorema 
[p>ql] o =-pvg 


Demostración 


p>q 
p 

g 

=pvG 
PAPpvgq 

=P 

=pvrg 

=p -pvg 
pY=p 

=pyvq 
[p>ql>-pvq 
-pvq 

q 

p>q 
p>[p= q] 

gq 

G 

pP>4 

q> ilp>ql 
p>q 
pvq>![p-=> q] 
lp>qle-pvq 


REP. 

RE “>; 1l. 
RE o; Ll 
RIA; L2, E3, 
RI=>; L4. 

RP. 

REA; LO. 
REa; L6. 

RI >> L7, L8. 
RI=>; 19. 
Rio, 15, 110, 


RP. 

RP. 

RE=>:; 11, L2 
Riv; 13. 

RI>; L4. 

RP. 

Ri v; L6, 

Riz>; 17, 

RTE, 

RE v; L5, ES, LS, 
RI=>; LlO0. 

RP. 

RE; L2, LS. 
Ri>; LIS. 
Ri>; Ll4 

RP. 

RA2; LIS. 
Rl=>; 117. 
Ri=>; 118, 

RE v; L12, Ll5, £19. 
RI => 5 E20. 
Ris;, 111, L2l, 
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r la escritura 





Los teoremas (130) v (TESi) nos autorizan a n: 
de fórmulas del cálculo deducción netural (designado en adelante 
por “CDN) reduciendo los functores veritativos a “a, “Y, “a”, (Obsérvese 
que lo mismo permiten en el sistema axiomático HB las definiciones (D2) 

y (D3).) 

Otra convención corriente para el establecimiento de formas normales 
es la reducción a uno del número de negaciones que afectan a una tócimla. 
Basándose en la ley de doble negación, (YE1), se puede escribir, en vez 
de mu pl, q, en vez de e map, e pp, en vez de es rs Pa, eta, 

En tercer lugar, las leyes de De Morgan, (1E12) y (TE1S), permiten 
conseguir que la negación afecte sólo a iSemulás stómicas, Por ejemplo: 
si se tiene [pagql, puede escribirse en vez de ella, gracias a (TEL), 
prog (como veíamos antes), fórmula en la cual ..' afecta sólo a 
fórmulas atómicas, 

Por último, las leyes de conmutatividad, asociatividad y distributividad 
de la y Y, (TES) TELD, permiten transformar toda fórmula ya normada en 

























cuanto a los functores —es decir: sin más furctores a A, Y y ÓN, 
y sin fórmulas negadas que ns sean atómicas, ni más e un si E 1 de nege- 
ción por fórmula negada —, para conseguir o as dos formas 





normales de uso corriente en lógica de enunciados: ma normal con- 
juntiva y la forma normal disyuntiva. 





] a enctubren 
o, metalágico, de la 

corapia, E propósito 
2 (rió) garantiza que 
+ sarmbién una demestra- 
ico se aprecia 


to es prepi 9 


(En las anteriores reflexiones, palabras como “per 
un uso no caleulístico, sino propiamente e 
operación de la regla RAIL, En rigor habría que deci 
del abandono de [pa gl por py qí: “el toor 
si hay una demostración de “ [paq], entonces 
ción de (Lp oq, y a la inyersa!, expresión cuyo ca 
directamente. Así pues, nuestro modo de expresarnos e 
de una metalógica no formal, sino intuitiva (cfr, 19).) 


















Tna fórmula está en forma normal conj iouando es una confunción 
no e a de disyunciones no negadas de fórmulas atómicas negadas o no 
negadas, Cualquier ¡órmula de la lógica de emnoiados puede lHevarse a 
forma normal conjuntiva utilizando los. medios antes dic ESO)-(TE31), 
(TED, (TEIDA(TELS ), (TES ATEU). Veamos como ejemplo el paso de la 
fórmula p vq => a forma normal conjuntiva: 
















ae 


Fórmula inícial: pvgor 
Paso 1.%: so [prgivr (TES1) 
Paso 2.9: [=prrg]vr (TE13) 
Paso 3.%: i=perlaloguri (TELO). 





lo XUL (72). 





El siguiente ejemplo volverá a interesarnos en el 
Se trata de Doa a forma normal conjuntiva 24 Bl 
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Paso 1.”: =ip=>qlv[=[g> +] Y [p> 1]] (PES) 
Paso 2,% =ip>qlvolgorivipor] (TE9) 
Paso 32% =[oprqlvo [-qvilvl=prr] (TE31) 
Paso 4; [pa=qlv [gar] v[-prr] (TE13) 
Paso 5,*: [=pwrivlpa=qlv [ga 1] (TEG) 
Paso 6% — [[=pvwr] vpvglall=pvr]jvpy=rlall=prr] 

v=gwygla la pvrr]v=qvye er] (TEIO) 
Paso 7.%; [=pvrvpvyglalopvrvp verla [oprry 

=qvgl alopyvrv=qwv=:] (TEO) 


Corrientemente no será necesaria la prolijidad de este ejemplo: los 
pasos 1.2, 5. y 6.2 podían saltarse, pasando directamente de la fórmula 
inicial al paso 2.*, y del paso 4.* al paso 7.. 

Cuando una fórmula está en forma normal conjuntiva y, además, pre- 
senta en cada disyunción todas las fórmulas atómicas componentes (nega- 
das o no negadas), se dice que está en forma normal conjuntiva de Schróder. 
Esta forma es fácil de conseguir: si se encuentra una disyunción en la que 
falte alguna componente atómica de la fórmula inicial, por ejemplo *s, se 
añade a esa disyunción, también en disyunción, la fórmula sas. Esta 
fórmula es formalmente falsa y, por tanto, no altera el valor de la disyunción 
a la cual se añade en disyunción: si era verdadera, seguirá siéndolo, y si 
era falsa seguirá siéndolo, Luego se distribuye “sa —8s'. por la disyunción 
ala que se ha añadido. — La anterior forma conjuntiva normal de p y q > f, 


[=pwrla [-qvrl, 


no es una forma normal conjuntiva de Schróder para aquella fórraula ini- 
cial; en su primera disyunción falta “q” o “q; en su segunda falta “p' 
o “-p. Y tanto 4 cuanto “q” son componentes atómicas de la fórmula 
inicial, He aquí el paso de “pvg—>* a la forma normal conjuntiva de 
Schróder mediante el expediente indicado: 

Paso 1. -— Paso 3.2 como antes. El Paso 3.” daba: 


Paso 3.%: [=pwr]a [q vr) 
Paso 4.0: [mpwrvlgar=glla[-=qvrv [pa pl] 
Paso 5.o; l[-pvrvqlal=pyrv=qlla 
[[qyrvplal=qgvrv p]] (TE1O) 
Paso 6.%: [=prervgla l=pvryv-qla 
[q vwrvpla [q vrv-p] (TE8) 


La fórmula del paso 6.* está en forma normal conjuntiva de Schróder. 
Una fórmula está en forma normal disyuntiva cuando es una disyun- 
ción no negada de conjunciones no negadas de fórmulas atómicas negadas 
o no negadas. Una forma normal disyuntiva de una fórmula puede con- 
seguirse redistribuyendo una forma normal conjuntiva correspondiente a 
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la misma fórmula, Por cet 
llevar a una forma normal conju 
volver a distribuir: 


q r, se la puede 
o antes, y luego 


SR 


ada la fórmula p 
tiva, como hemas 


Ed 
Ls 





el Paso 37 daba: ["pvr]la[=qwr] 

Paso 4% [pr En a glvl[-pwrjar] (TE11) 
Paso 5%  [[=parqlv[lra>=qllvil=parivirar]] (TEO) 
Paso 6%: [=parqivlira=glvi=parlylrar] (TE9) 






La fóxmula del Paso 8. está en forme normal « 


y : fsalvo en que 
habitualmente se pone en vez de una fórmula 'Taf su 


ente 97), 





58, Normalización de cuantifiradores, — Los tro 
sugieren una normalización de la escritura de las tán 
dores: no usar más que un cuantificador. Pero la n: 
tica y más frecuentemente utilizada consiste en < 
cadores, aunque sirviéndose al mismo tiempo d 
(TPZP) y de los teoremas (TP18)(TP23) para es 

a) que los cuentificadores de una fórmula 
rusma (con lo que se quiers decir: que a la iz 
no haya ningún simbolo de la fórmula, o haya otro cun 
fórmula), formando un Sie cuantificacional; 

b) que ninguno de los cuantificadores esté rogado 

De una fórmula con esas características se dice que e 


OTEnexa, 










TP20 (TE 2D), 
cumHfica» 
n más prác- 
los dos cuantifi- 


s (TP24)- 






ss delanto de la 





cuan tficador 


asus 











ne 
1 des 


2 NOMS 


¿ 


Ejemplo, —Sea la fórmula. 


(y —[Px a Oy > Ha Ruyal, 





que no está en forma normal prenexa, pues tiene un ca: 

en el seno de la fórmula y otro -—“(xY — negado. 

(TP27) sugieren que una forma normal prenexa de 
Ax (y) Tz [Px a Oxy — Rayzl. 


ceñal : la si Hación de Y ivalanos 
La sugerencia se confirma con la siguiente demostración de la equivalencia 






mas (TP18)- 


y 
12 2S 


e (1) ly = [Pxa Qxy > Ez Ryxz] > Ex (y) Hz [Pra Oxy > Raya. 


5d 


Demostración 





E (1) e (x) Ey e [Pxa Qay —> Ha 
2 () Ha y [Pra Oxy > 3 E 
30 Ex (y) [Pxa Oxy > Ue Raya] E 
Y ds (1) (y [Pua Quy => Hz Ruyz] REA; 13, 
15 (1) Pua Quo > Hz Ruoz RE ( y; LA 


Le (1) Hz iPua Quo > Ruval PD; LS 
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vlu] E7 (1) (y) dz [Pu a Quy > Ruyz] BO Le. 
L8 (0) Tx (y) Hz [Pa Quy —> Raya] RI; 17, 
L9 (0) e (1) ly — [Pra Quy — Hz Rxyz] > 

> dx (y) Hz [Pxa Quy — Rxyz] KRI>; L8, 

L10 (10) lx (y) Hz [Px a Qxy — Bxya] RP. 

Xx Lti (0) (9) Le [Pxa Oxy > Rxyz] REY; 110, 
112 (10) Ta [Pxa Quy > Raya] REO: Ll 
L13 (10) — PxaQuy + 5z Rayz (TP21); 112 

yl[x] LI4 (10) GN [Pza Qxy > Hz Rxya] HO; 113 
LIS (10). —Hy = [Pxa Qxy > Hz Ruyaz] (TP24), LIA 


116 (10) lx — Hy — [Px a Qxy > Hz Rxyz] RIA; 115, 
L1Y7 (10) (a) ly A [Pa Quy — Uz Raya] (1P26)% 116, 
L18 (0) Hx (y) Hz [Pxa Oxy > Bxyzl > 

> (1) dy  [Pxaa Quy > Bz Raya] Rio; 117. 
119 (0) e (xy — [Pxa Quy > dz Raya] 

+ Hx (y) Ez [Pxa Qxy > Raya] Rl=; LO, LIS. 


La normalización respecto de los functores veritativos debe, natural 
mente, realizarse también. Ella nos lleva por último, de la fórmula 


e (x) Hy — [Pxa Quay > dz Raya], 
pasando, como hemos visto, por 
Ha (y) Ha [Pxa Quay > Raya], 
a la forme normal (disyuntiva y prenexa) 
Hx (y) Ya [Pa y — Qxy v Rxya] . 


59. Justificación de las formas normales en HB, Comparación de HB 
con CDN.— Todos los teoremas de CDN en que se basa la reducción a 
formas normales son también fórmulas válidas de HB. Por ejemplo, el 
teorema (TE6) se obtiene en HB directamente del axioma A2, Los teore- 
mas (TE30) y (TE31) están suplidos en HB por las definiciones (D3) y (D2). 

Más interesante que repasar uno por uno esos teoremas de CDN para 
comprobar su validez en HB será aprovechar esta ocasión para llevar a 
cabo una comparación general de ambos sistemas, como fruto de la cual 
obtendremos la convicción de que uno y otro “rinden” lo mismo. Esa con- 
vicción es deseable porque los dos sistemas nos serán útiles en lo que sigue: 
HB para consideraciones teóricas (metalógicas), que son mucho más cómo- 
das de hacer, con pocos medios metalógicos (sintácticos y semánticos), 
sobre un sistema axiomático que sobre un sistema de deducción natural, 
a causa de que el primero tiene menos reglas de trasformación cuyo fun- 
cionamiento (más sencillo, por otra parte) haya que estudiar; también 
nos será util HB para toda aplicación de la lógica a la axiomatización de 
teorías, Pero CDN es, por su parte, más adecuado para el trabajo práctico 
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analítico (en lógica pura o en aplicación a otras t esto es, cuando 
se trata de ilustrar formalmente puntos de tal o coria positiva: pues 
CDN no exige remontarse a lejanos principios, s sino que permite empozar 
el análisis en el lugar o fragmento mismo que intoreso, con las premisas 
más inmediatas, y de un modo “natural”. Ahora bien: sólo si queda claro 
que ambos sistemas “rinden” lo mismo, que se Ue 3”, podemos tener 
la seguridad de que lo que las consideraciones teóricas imeulór sicas) indi- 
quen para uno vale también para el otro. 

La igualdad de rendimiento de HB y CDN no dehe hacer olvidar la 
diferencia esencial entre ambos sistemas: CDN es un cálevlo para demos- 
trar bajo premisas; HB puede servir para demostrar a ir de premisas, 
pero entonces las trata como axiomas o, en general, to: (incluyendo, 
como hemos hecho, a los axiomas entre los teoremas). E 2 una conse- 
cuencia Eo será imposible encontrar en HB nad al 























lente a la 
regla de eliminación de premisa (RI=>>) de CDN. Puos esta regla permite 
precisamente el tratamiento de la premisa como tal nremisa: como algo 
que hay que eliminar para que lo demostrado les universalmente, sea 
un teorema de la lógica, Y eso es lo que no se puede hacer en un sistema 
que, como HB, trata la premisa como si fuera un tecroma. Por eso, para com- 
probar que, de todos modos, HB rinde lo mismo que CON, nos será nece- 
saria, a propósito de la eliminación de premisas, una reflexión metalógica 
más detallada que para las demás reglas (cfr. 60), 

Para persuadirnos de la igualdad de rendimiento entro HB y CDN pro- 
cederemos asi; primero comprobaremos que todo terroma de HB es también 
un teorema de CDN, Luego, que todo teorema de CDN es también un 
teorema de HB, 











Todo teorema de HB es un teorema de CON, 


a) Los axiomas de HB, base de toda otra oporación y toda otro teorema 
en HB, son teoremas de CON. Las demostraciones son muy sencillas, La 
del más largo, As, es: 


Li (0) pg RP 

L2 (2) s5vp RP, 

E3 (3) $ RE, 

Lá (3) svQ Riv; LS. 

Lo (0) > EY G BRl>; LA 

L6 (6) p RP, 

L7 (A, 6) G 2E>; Ll, 16, 
13 (1, 6) svg Rivw; L7 

19 (1) pavo O 

L10 (1, 2) svg REv; 12 15, LS 
Lo (1) SYPp>svG Rios; LIO, 





112 (0) pogo livposvgl Pi>; ElL 
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Las demostraciones de los demás axiomas de HB en CDN son aún más 
cortas. 

b) En cuanto a las reglas de HB, una, R£, se encuentra en la misma 
forma en CDN (es la regla RE->). Las reglas de sustitución (Ray, Ras, 
Raz, Re) de HB no permiten, en última instancia, sino escribir los axiomas 
de HB con otras letras. Puesto que los axiomas de HB son teoremas de CDN, 
lo son con cualesquiera letras. Por ejemplo, A4 podía haberse demostrado 
con “Y en vez de “p", Consiguientemente, también los resultados alcanzados 
con esas reglas en HB se consiguen en CDN. 


Dos observaciones para resolver posibles dudas que puede haber suscitado 
esa argumentación expeditivamente intuitiva: 

Primera. — Memos dicho que las reglas de sustitución de HB no permiten, 
en última instancia, más que escribir los axiomas de HB con otras letras. Esta 
es una forma laxa de hablar. Los axiomas de HB -— si son axiomas, y no esque- 
mas axiomáticos (cfr, 42) — son las fórmulas que son, con las letras que tienen. 
Habría pues que haber dicho: las reglas de sustitución de FB no permiten sino 
obtener de los axiomas teoremas que también se obtienen en CDM. 

Segunda, — Hemos dicho que eso es asi 'en última instancia”. En “primera 
instancia” puede parecer que no es ast; pues en HB puede aplicarse una regla 
de sustitución a cualquier fórmula ya escrita en la misma demostración. Pero es 
que en HB cualquier fórmula ya escrita en una demostración se trata como si 
fuera un teorema, y se reduce, por tanto, a los axiomas utilizados para afirmarla 
(o a la premisa utilizada como axioma para afirmarla). Por eso, dicho sea de 
paso, se puede demostrar directamente que las operaciones Ray, Ray, Ros y Ri 
son realizables también en CDN: 


1) Ra, lo es porque si p=> q", por ejemplo, es un teorema (está escrita 
con 0 premisa) en una demostración en CDN, también se conseguirá en uma 
demostración en CDN 'r—> s, por ejemplo, lo que equivale a una aplicación 
de Ra, en HB, sobre p => q, con p/r, q/s, 


II) Raz lo es porque es correcto en CDN un paso como el siguiente, que 
equivale a una aplicación en HB de Raz con x/y: 


Li (0) Px Teorema 
x L2 (0) (a) Px RIO; L1, 
13 (0) Py RE (0; 12. 


(x' no está libre en 13, porque 'Pa” es un teorema si es que, como suponemos, es 
una fórmula escrita en una demostración de HB). 


1D) Reg, por la misma razón que Raz. 


IV) R3, por la misma razón que Ray, como muestra la demostración 


L1 (0) (o) Px Teorema 
L2 (0) Py RE (); LL. 
y L3 (0) qn Py RIO; 12, 
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Las reglas de MB sobro la cuantificación dan de si ros 
alcanzables en CHN. 
La regla Ry, de HB permite pasar, por ejempl o 





p=> Ox 
ea el que p' no contiene a íx, a un teorema 
po (x) Qa 


Este paso se justifica on CON por la siguiente dem 





11 (0) po Oz Teorema. 

L2 (2) p RP. 

L3 (2) Ox RE =>; 11, EZ, 
x La (2) (a) Qu RO 13 

LS (0) po Qx 2i>; L4, 

Cx no está libre en 15). 

La regla Ryz de HB permite pasar, por ejemplo, de un teorema 

Q1i>p, 


en el que “p" no contiene a “4, a un teorema 


Hx Q1>p. 





Este paso se justifica en CDN por la siguiente demostris 
L1 (0) Q1> p Tenrema, 
L2 (2) Hx Ox RP. 
x 13 () Ox REA; L2 
LA (2) p RE >; LL 13 
ES (0) HxOx=>p Ri=>; LA 


Cx no está libre en 13), 


Las anteriores consideraciones muestran que todo teorema de HB es 
también un teorema de CON: pues todos los axiomas de HB son teoremas 
de CDN, y todo lo que puede obtenerse en HB de esos axiomas mediante 
la aplicación de las reglas de HB puede también obtenerse en CDN. 






A 


Todo teorema de ECDN es un teorema de HE 
Como queda dicho, la relación que aquí n 
HB y CDN no quedará establecida hasta el a 
hemos visto que en el sistema HB es im posible 
equivalente a la de RI= en ds 
Dejando esa cuestión a um lado hasta $0, la parte 


mprobar entre 
2, 59, pues ya 
una cporación 
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de CDN no presenta más problema que la justificación de las reglas sobre 
“ y “NM, La dificultad es, en realidad, debida a la notación de los axiomas 
y de las reglas, Pero por lo que hace a las reglas de CON sobre los demás 
functores veritativos, su justificación en HB no tiene ni esa dificultad nota- 
cional. Por ejemplo, la regla RI y de CON, que permite pasar de una fórmu- 
la p' a una fórmula “p y q”, se justifica en HB por la demostración a par- 
tir de “p”; 


L1 p Premisa. 
L2 Pp>prq A2 
L3 pvg RESIL LZ 


Atendamos pues a las reglas de CDN sobre * y sobre “a”. 

RI de CDN permite afirmar, por ejemplo, “—p” bajo las premisas 
vpod y p>-(. La siguiente demostración a partir de esaz premisas 
en HB muestra que la operación es también lícita en este sistema: 


Ll p>q Premisa 1.* 

L2 p>-4g Premisa 2, 

13 lp=>gl=>lsvp=>s.vwgql A4. 

La Sp >8vq R8; LL, L5. 

L5 pr PrQ Ra: si=p pq 14 
L6 [p=>-ql>-=pvYg (D2); L5. 

0d  prg Rg; L2, L6. 

Ls pp Ra: q/=p; E. 
E9 PYp>p Al 

L10 Pp p> mp Raj: p/ —p; L2. 
11 Pp Rg; 13, 119. 


La regla RE de CDN permite, por ejemplo, pasar de las premisas 
py pa una afirmación cualquiera, “q”, La justificación de esta operación 
en HB es trivial (pues en realidad la regla Ro; de HB da más que RE — de 
CDN sobre la negación). Ra, permite, en efecto, pasar a afirmar “q” con sólo 
la premisa “p', sin necesidad de usar la premisa “ p' además: 


11 p Premisa 
L2 g Ra: p/g 


Esta trivialidad de la operación correspondiente a RE - en HB se debe 
a que la afirmación de una fórmula atómica es ya una inconsistencia. 
En CDN la afirmación de una fórmula atómica es imposible, pues una 
fórmula atómica sólo puede ponerse como premisa, uo afirmarse. 


El que Ra, de HB de sobre la negación más que RE= de CDN no debe 
preocupar: ya hemos visto antes que, en conjunto, CDN rinde todo lo que rinde 


HB (que todo teorema de HB es teorema de CDN), o sea, que HB no es más 
potente que CDN. 


Las reglas Ria y REade CDN son de justificación tócn 
laboriosa en HB (aunque sólo por motivos de » 
¿de KRla en HB empezaremos por pros 
una regla auxiliar (transitividad de >) a la que Vemaro 


cómoda la justificacis 


La justificaremos mediante 
lidad, una argumentación metalógica, como toda jus 
xiliar, en la que en vez de expresiones del lenguaje 
habría que usar variables sintácticas, como X' o Y, y en 
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PL I2> 
RABO ara o 
p=>' 





a siguiente «demostrac! 









182- 
logia an 
como “po y, 
ez de functores 







del lenguaje objeto, como **, nombres suyos, como “y”, P Jero. esta Ebertad, 


que suele tomarse en casos como éste, no tiene n! : 
cia porque no $e producen formaciones reflexivas (cfr. 19) ): 


1.1 
L2 
ES 
14 
LS 
L6 
LT 
18 


Contando con RÁS, podemos justificar cómoda 

+ EN 
permite en CDN, por ejemplo, pasar de las premisas 
“paq. La operación es lícita en HB, como muestra la s 


p>q 
qor 
ipoaloilsvposval 


pogo 


po > lp> 7 
por 


ción (RAf, se aplica en la línea 1,12): 


21 
L2 
13 
LA 
L5 
L6 
17 
L8 
139 
1,10 
Lil 
L12 
113 
L14 
Lis 


11, — PNTR 


p 

q 
lp>oql>[svep>svql 
[lp vr ql> [svp> sv gl 
E AO 

RYg 

pig 

SP =>83vG 

SP >3v8 

PERSA 

SYS->3 

sYPp=>3 

o[lsvp]ys 

PY GNP 
olsvp]es>s5v ls vp] 


OTuUScráN A TA LÓGICA 


[ [sv poo svgl 
po I[! s>op > [sql 
[g>1]> lp>q1> lp > 









Premisa 
AS 
Ba: sis; La. 

(DD; Le. 

Ra: pig, q/4r, s/p; L5. 
Re; L2, £6, 


Rg; LL 17. 


rento Rlaen HB, Rla 
to y 7 ala fórmula 
lente demostra- 










Premisa 1,2 


i 
Premisa 92 





Bas p/s; Li. 

RA8: L9, Ll. 

(D2), LA2. 

AS. 

Ra: piro lsvpl, q/s; El 
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L16 svol[svp] Rg; L1S, Ll5. 

LIT qua [gr q] Ra: s/o q, p/p; EL6, 
L18 q >= [=qv pl] (102); LIT. 

119 e [-qwr ep] Rg; L2, LIS. 

L20 gap (DI); L19. 


La justificación de la operación Ria en HB nos suministra una nueva 
regla auxiliar para MB, a la que llamaremos RAa:: 


PG 
paq 


Esta regla, junto con la definición (D3), justifica, por otra parte, cómo- 
damente la operación Rl «+ de CDN en HB: 





RAa 1 


Ll p>yg Premisa 1,5 
12 qg>p Premisa 2,2 
13 lip=>gla [q => p] RAas; 11, L2 
L4 peg (DS); L3, 


Llamaremos RA e, a la regla auxiliar así justificada para HB: 
Pp>3>9,q >P 
poq 

Por lo que hace a REA de CDN, facilitaremos su justificación en HB 
procurándonos antes un teorema auxiliar, la ley de doble negación, 
POz sp, que ya conocemos por CDN, donde es el teorema (TE1), pero 
que no hemos demostrado aún en HB (y mientras no tengamos comprobada 
la igualdad de rendimiento de CDN y HB no podemos tomar para 1B teo- 


remas demostrados sólo en CDN). La siguiente demostración de p up 
en HB utiliza las reglas auxiliares recién justificadas: 


RA e, 


11 p>pvq AL. 

L2 p>pvp Roa; q/p; Li. 
13 pveop Al 

Lá pop RAS 12, 13, 
LD pvp (D2); L4. 

L6 prq>qvp A3. 

LT” prp> prop Ra: pl=p, q/p; L6. 
18 prop Rg; 15, L7. 

Lg prop Ra: p/p; LS. 
LIO prop (D2); LS, 

111 poo -p Ra: p/p; LIO, 
112 [p>q]>![svp=svwqgl] As, 
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113 [porron plo [sv DA SN 


ene 9] Ran pép, q/e ep L12 
LÍA spots op 8; Lil, L1S, 
L15 PYZPOA Pros Roa: s/p, LIA, 
LIS Prep ES; La, Lis. 
LIT Preoropor oro prep Ba: q/e ej LS, 
118 == pvp Rg; 116, LIT, 
LIS o p>p (D2), 118, 
120 perornp RAso:; Lio, Lis, 


Con el auxilio de la ley de doble negación puede fistiórareo cómoda- 
mente REA de CON en HB. Se trata de justificar la 28 
ejemplo, partiendo de DAGÍ: 











Ll pag Premisa 

L2 =i=proq] (DD; Ll. 

13 p=>prYq Al, 

LA lepra lo pro glp Re 

6 [py glvp R8; 

ES: Pro > py (12; LS, 

ET po prog Ba: pl p, q/e q; LS. 
LE pop RABu LT, LS. 
19 o prop (D2); La, 

140 pvrp Ley doble 
111 ppp Al 

El2 p Bgs LIO, LIL 


La justificación de la operación REA en HB nos suministra otra regla 
auxiliar, a la que llamaremos RA as: 


RA Ae PEE 
plq 


Con ella, naturalmente, puede explicitarse la justificación de RE «+ de CDN 
en HB (con la ayuda de (D3) de HB), como antes la de Rie, Pero, como 
dijimos, se trata de operaciones que no pre: dificultad ni 
siquiera notacional, 

Por lo que hace a las reglas de CON sobr 
glas no críticas, RE () y RÍX, son de justificaci 
AS y A6 respectivamente 

Las reglas R1() y ARM de CDN parecen 2 primera vista más fuertes 
que las reglas cuantificacionales de HB, Pero éste no es el caso, como se 
aprecia si se atiende a todas las prevenciones que acom] 
esas roglas en las demostraciones en CON. Para hacer más so 
la comparación, debe recordarse que toda operación eu HB de lugar a 
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teoremas, a fórmulas afirmadas; por eso lo que tenemos que comparar con 
118 no son usos cualesquiera de RI () y REY en CDN, sino usos que den 
lugar a teoremas sin más que una aplicación de Ri=> (si la hay). Hay que 
comparar con las operaciones posibles en HB lo que llamaremos usos, pasos 
o resultados “definitivos de R1() y REX en CDN. Asi precisado el ob- 
jeto de la comparación, se aprecia que RI () y RES no rinden más de lo que 
puede conseguirse en HB. Veámoslo a propósito de RE 4, 

La aplicación de REY no da en CDN un resultado definitivo mas que 
si la variable anotada no queda libre ni ha sido anotada previamente 
en la misma demostración. La primera condición excluye que pueda 
considerarse definitivo en CDN el paso a “Py”, por ejemplo, a partir de 
“Hx Pr”, pues “y quedaría libre en la fórmula “Py: 


Ln (m) Hx Pa RE. 
y In+1 (nm) Py RE; Lo. 


Para evitar que “y” quede libre en el resultado definitivo habría que li- 
garla. Pero la segunda condición excluye que se pueda ligar a “y' por medio 
del generalizador (Y, pues entonces, aunque efectivamente “y' dejaría de 
estar libre, se produciría una doble anotación de dicha variable: 


En (a) lx Pa RP. 
y Ln+1 (nm) Py REA; En 
y In--2 (n) (9 Py RO: La+1. 


Por tanto, el único uso de REY que puede ser definitivo es el que 
vuelve a ligar la variable anotada mediante el particularizador Y: 


Ln (a) Ax Pa RP. 
Y LoW-1(m Py REA; Lo 
Ln +2 (n) Hy Py RIA; En+ 1 


En este caso el resultado es efectivamente definitivo. Pues para con- 
seguir un teorema no hay ya que aplicar ninguna regla de cuantificación, 
sino R1>, Pero este resultado se obtiene en HB, a partir de la misma pre- 
misa, en un solo paso, por Kg: 


Ll Ha Px Premisa 
LA y Py Ro: 1/4; Ll. 


Una reflexión análoga (para mostrar que el único uso definitivo de RI () 
es aquel que procede de una aplicación de RE ( )) justifica en HB los usos 
definitivos de RI () en CDN, 
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En el caso de Ri () puede darse una demostración dí y brovo en HB: 





L1 Py Premisa 
1,2 >p.vrg AZ. 

E3 PYG=>qrp Ad. 

L4 P>OGYrp RABi; L2, La. 
15 Py=oqw Py Ros: p/Py; L4. 
L6 qwPy E8; Li, L5. 
17 —svPy Re :q/ 8; L6. 
L8 s => Py (D2);, L7. 
LO s—Px Ras: 4/x L8. 
L10 [po pvglPx Reus/p > p y q; L9. 
L1I1 lp >pvql > ón? Ryy L10. 
L19 (0 Px R8; L2, LIL. 


No nos queda pendiente más que la operación « 
poder admitir que todo teorema de CIÓN es también 1 





60, El teoroma de deducción, — La presencia de la regla Ri> en CDN 
representa la diferencia esencial entre este cálculo y HB. En HB una pre- 
misa se manipula exactamente igual que un axioma o un teorema del sis- 
tema. Es la persona que usa HB la que sabe que tel o cual fórmula que 
ha introducido es una mera premisa. HB mismo la trata como si fuera un 
teorema, “sin distinguir”, por así decirlo, entre éstos (incluyendo en ellos 
los axiomas) y las premisas. En cambio, CDN “ci ” entre unos y 
otras, pues tiene un trato especial para las segundas: precisamente la apli- 
cación de la regla Ri, 

Vamos a considerar ahora cómo puede introducirse en el funciona- 
miento de HB la distinción entre premisas y teoremas, de modo que el 
ra das premisas, 












Na 


funcionamiento mismo de HB tenga un trato esporial y 
Esto puede conseguirse imponiendo algunes restricciones especiales a las 
demostraciones en H'B que sean demostraciones a partir de premisas (más 
teoremas, naturalmente, por lo común). Para averiguar qué restricciones 
nos interesa imponer a las demostraciones en HB a de premisas, 
vamos a intercalar ahora una breve reflexión acerca de qué son promisas 
en el sentido relevante para este contexto, 


pr 3 




















“Premisa” puede tener uno de dos significados : 1.9) fórmula 
a la cual se aplica una regla de trasformación; en este $ o es claro que 
también puede llamarse "p se” a un teorema o maz no es esto, na- 


turalmente, lo que entendemos cuando hablemos de una "demostración a 
partir de premisas, pues en este sentido de “premisa” todas las demostra- 
ciones lo son a partir de ellas, 2.5) Fórmula cuya verdad no consta en el 
interior de un determirado sistema (en nuestro caso; HB). Tal vez se sepa, 
por datos procedentes de fuera del sistema, que la fórmula es verdadera. 
ra saberlo (éste 


« 








Tel vez se ignore si lo es y no, y tal vez no interese “ic: 
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Será siempre el caso en lógica pura). En todo caso, si consta su verdad, 
ello será empiricamente, por así decirlo: no formalmente, no porque sea un 
teorema del sistema formal. En este sentido hablamos aquí de premisas. 

Que esa es la significación de “premisa” que nos interesa puede quedar 
claro por lo siguiente: si las fórmulas que se usan como premisas en una 
demostración (en HB o en CDN) son teoremas, bastará intercalar en la de- 
mostración las demostraciones de dichos teoremas para que la demostra- 
ción lo sea exclusivamente a partir de axiomas. 

Así pues, una premisa es una afirmación factual sin justificación formal. 
Si es verdadera, lo será como una afirmación empírica, por ejemplo, como 
el enunciado “este agua está a 35 €”, 

De esta naturaleza de las premisas se desprende una interesante conse- 
cuencia para el cálculo con ellas: que no puede tener ninguna utilidad en 
HB sustituir variables de una premisa, o cuantificar sus variables indivi- 
duales. Pues esas operaciones, practicadas sobre premisas, son en realidad 
introducciones disfrazadas de nuevas prernisas. Trasforman, en efecto, enun- 
ciados factuales; y trasformar un enunciado factual es enunciar otro enuncia- 
do factual (afirmar un hecho en vez de uno primero no es explicitar una 
consecuencia, sino, simplemente, afirmar otro hecho). Por tanto, en vez 
de practicar trasformaciones sobre una premisa, lo correcto es tomar desde 
el principio la que haga falta. Por ejemplo: supongamos que alguien cuenta 
con la premisa *r” y quiere aplicarla a un teorema “p-> q, y supongamos 
que decide para ello someter Y a Ra, con +/p; y que luego afirma 'g' a 
partir de la premisa '”. La operación ha sido un autoengaño: la persona 
en cuestión ha cometido una falacia si “p> q era un teorema empírico; 
y ha perdido el tiempo si p > q” era un teorema formal. En efecto: 


Si 'p->q era un teorema empírico, como 
Juan viene-> Luis se va 


y “Y un enunciado empírico cualquiera (distinto de %, naturalmente), como 
Pedro viene, 


entonces la operación Ra, con r/p es un sinsentido. 

Y si p=> $ era un teorema formal, entonces, por Ra, con p/r, también 
es un teorema formal + => q", y con *" se puede obtener correctamente “y 
por Rf. La trasformación de la premisa era pues inútil, además de ser con- 
traria a la naturaleza de premisa de *, patente en el caso de la argumenta- 
ción por R8 en un lenguaje empírico (en nuestro ejemplo de Juan, Luis 
y Pedro). ] 

La anterior reflexión nos sugiere cuáles son las restricciones que de- 
bemos imponer a las demostraciones en HB a partir de premisas para que 
realmente traten a las premisas como lo que son, como afirmaciones fac- 
tuales desde el punto de vista de HB. Definiremos del modo siguiente la 


a 
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noción de demostra ra abreviar: “Pedo- 


mostración en HB" e 





La demostración d es una Pedemostración de X en HB a partir de la 
premisa Y cuando € es una demostración de 4 en HB a partir de Y, 
e Y no contiene variables de enunciado, l 
riables individuales que sean objeto de sustiteci 









nente, en d, sin 
ván practicadas 
2 partir de la 


Sustituciones y cuantificaciones puede haber, 
que por ello d deje de ser una P-demostración. Pero c 
sólo sobre axiomas, teoremas o fórmulas ya demortr 
premisa, axiomas y teoremas. 

Adoptaremos además la convención, bastante n 
guida hasta ahora, de que la primera fórmula « 
a partir de Y es la premisa Y, o un axioma o un : 





o 
pl 

3 

rr3 
( 

n 

AS 





en efecto, que el 
stas a las demos- 
echo que la demos- 
naración entre ambos 
de las variables 
us de va- 


En este punto puede suscitarse una duda. Puede tomerse 
concepto de P-demostración (es decir, las restricciones 
traciones a partir de premisas en HB) sea mucho más : 
tración bajo premisas en CON, lo que haría inútil toda e 
sistemas. Pues en CIÓN se pueden practicar a 
individuales de uva po 3 y, consiguicntera: 
risbles individuales (no de enunciados, ni predicativas), 

Pero esta diferencia no supone una diversa con ión de la premisa, sino 
sólo dos modos distintos de precisar su naturaleza de premisa: en una demostra- 
ción en CDN no hay ninguna línea afirmada, salvo las «pc no se escriben bajo 
premisa (es decir, las que se escriben bajo 0 prom j operaciones 












Si 
fm 
ye 





























que se hacen bajo ¡pr a no comprometen, por asi «e vio, en una 
P-demostración en BB cada línea se presenta coma * dl ni, y por eso 
debemos tomar medidas restrictivas para que se p de otr ode: Pues 
bien: en las fórmulas de CON gue son afirmaci reraisa exac- 
tamente lo mismo que en las Hncas de una P- a saber; que 








la premisa no está trasformada en nada. Ejemplo de esto puedo ser nl siguiente 


demostración en CON; 


El (3) Py RE. 
Pa (1) Ex Pa RIA; 5 
3 (0) Py > Ux Px REY; 12 


exmctamente 
32, Que eN rea- 
das baje pre- 














da ad se va dor A e que se ha es cor 
misas. 

En resolución: prohibir en 
lo mismo que prohibir en HB oa sustirs 
premisas, El concepto de Podemostración no se se 
misas en cualquier “cálculo, CON u otro. 


[55 
8 
A 
> 
En 
Ea] 
de 
ro 
” 
mo 


dones sobe 
del uso de pre- 
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Una vez fijado el concepto de P-demostración, es posible mostrar que 
HB tiene una propiedad que, en la práctica, para la cuestión del rendi- 
miento del sistema, equivale a la presencia de RI-> en CDN. La propie- 
dad en cuestión puede formularse así: 


Si en HB existe una P-demostración (PD) de X a partir de la pre- 


misa Y, entonces en HB existe también una demostración (D) de 
Y>X, 


Esta afirmación en cursiva es una versión bastante intuitiva (por la 
noción de P-demostración) y simplificada (por no tormar en cuenta más que 
una premisa) de un metateorema llamado teorema de deducción”, (Un me- 
tateorema es un teorema del metalenguaje del sistema considerado, en este 
caso del metalenguaje de HB; también puede decirse “teorema metalógico”.) 
Pero la llamaremos por brevedad “teorema de deducción”. Para nuestra 
tarea — terminar la comparación de HB con CIÓN — esa versión va a ser 
suficiente, como veremos ahora, antes de proceder a demostrarla. 

El teorema de deducción no nos va a legitimizar la operación de Ri-= 
en HB, En MB no se puede introducir una nueva regla (una regla auxiliar) 
más que construyéndola con las reglas primitivas. Y eso no es lo que hará 
la demostración del teorema de deducción. Pero el teorema de deducción 
nos va a garantizar que para todo teorema, Y > X, obtenido en CIÓN por 
RI=>, hay en HB una demostración de Y —>X. Más precisamente: supon- 
gamos una fórmula, X, obtenida en CDN (sin usar RI =>) aún bajo la ímica 
premisa Y, y en AB a partir de la única premisa Y, usada auténticamente 
como premisa (o sea, en una P-demostración). Entonces, igual que en CDN 
es posible demostrar el teorema Y > X (fórmula sin ninguna premisa) por 
medio de RI--> aplicada a la línea en que está X, así también existe en HB 
una demostración de Y > X. La diferencia de estructura entre los dos sis- 
temas sígue en pie, y a la luz del teorema de deducción esa diferencia 
puede expresarse así: en CDN no hay más que una demostración, en la 
cual, tras obtenerse X bajo la premisa Y, se obtiene Y > X bajo ninguna 
premisa, o sea, como teorema; en cambio, en HB hay dos demostraciones: 
una P-demostración de X a partir de Y y una demostración de Y > X. Pero 
desde el punto de vista del rendimiento, que es el que aquí nos interesa, 
esa diferencia es irrelevante: lo esencial es que si Y => X es un teorema 
de CDN (en el que está obtenido con una aplicación de RI —>), entonces es 
también teorema de HB (pese a que en este sistema está excluida la apli- 
cación de esa regla). Precisamente porque lo que nos interesa es comparar 
el rendimiento de los dos sistemas, aceptamos en 59 que CDN rinde todo 
lo que rínden las reglas Ra; y Ras de HB, a pesar de que en CDN no hay 
ninguna regla que autorice a pasar, por ejemplo, de pvp =>p a rvr=or, 
cosa que en cambio es posible en HB. Pero para la comparación de rendi- 
miento basta con saber que si “pvp—= p' y rw r > 1 son teoremas en HB, 
entonces también lo son en CDN (aunque por dos demostraciones). Esto es 


FORMAS NOBMALES 167 





lo que vimos entonces. Y lo que nos indica el teorema de doducción es que 
si Y > X es teorema de CON, entonces también lo es de HB (aunque con 
otro esquema demostrativo: con dos demostraciones en vez de una como 
en CDN). 

Para justificar el teorema de deducción mostrare 

P-demostración, (PD) de X a A de Y en HB, puedo «al 
mostración, (D), de Y => X, la cuel presenta las siguientes poracterÍsticas: 
(D) conserva todas las lncas de (PD), pero tiene in 3s entre ellas 
otras líneas nuevas, entre otras, para cada fórrenla, Y,, de una línea, Ln, 
de (PD), una línea con una fórmula nueva, Y > Va. Pars la última línea de 
(PD), que es X, la nueva línea de este género será Y -> X, Por tanto, (0D) 
será una demostración de Y > X, 

De lo que se trata, pues, es de mostrar la posi de esas intercala- 
ciones para todas las líneas y casos _posibl es. El esquema de la argumen- 
tación es el de las demostraciones “por inducción”, en este caso, por in- 
ducción sobre el número, 1, de las líneas de (PD). Mestraremos; 1. que 
para la línea Ll de (PD) es posible una intercalación en (PD) con la que 
se demuestra Y -> V,; 2,2 que, si la posibilidad de la desalación se ha 
demostrado hasta la línea Ln-1, es decir, si se han po tercalar fórma- 
las Yo Va, Y Va, 0.) Y Vas, entonces la intorr: én es también 
posible para la línea Ln, con una nueva fórmula demostrada Y > Va. Con 
esto, por el “principio de inducción” cuyo esquema es el 5. axioma de 
Peano (cfr. 37), quedará establecida la id de intercaleción para 
todas las líneas de (PD), o sea, la posibilidad de constrizir (D). Por simpli- 


Í las, en vez de “Y” 


que, dada una 
iyzo otra de- 






























cidad tipográfica usaremos lotras s distintas 7 para las £: 
con subíndices. 
Línea L1 de (PD). — La fórmula de la línea L1 de (PD), V, no puede 
ser, por la construcción de (PE), más que de un axioma o un teorema. 
Caso a, V es Y, Entre las líneas Ll y L2 de (PD) puodo intorcalaria en- 
tonces una demostración del teorema Y-—> Y. (D) rá construida en 
este primer tramo con el siguiente aspecto (comp 
(PD), a la izquierda): 





a. 0 











05 














PD) D 
Li Y  Premisa Ll Y Pro 
LA ¡LI p>opra AL, 
¿LIZ Pp=>pwvp Ro: qíp; LL 
, i En pep p A 
CIN O p>p 01, 11H, 
LY Y => Y Ras Y; LIV. 


A 
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(En la notación admitimos la mezcla de símbolos del lenguaje objeto y sim- 
bolos metalingúísticos — sintácticos —a la que ya antes afudimos y que no 
tiene riesgos. Para cada (PD), X sería, naturalmente, una fórmula del lenguaje 
objeto, y lo mismo Y.) 


Caso b. Y es un axioma o un teorema, en ambos casos una fórmula vá- 
lida en HB. Puede intercalarse tras la línea L1 de (PD) las líneas que de- 
muestran Y > V, Aspectos inicial de (PD) y de la demostración resultante, 
(D), en cste tramo en este caso: 


(PD) (D) 


Ll V Axioma o teorema Ll V Áx. o teor. 
L2 Ll p>pvq A2, 
: Lil prg>oqvp Al. 
Ln P>qrp RAS; Li, LL 
LIV VoqrV Ra: p/V; LUN, 


LV qgvyY Rg; 11, LIV. 
1vI Y yV Ra: q/ Y; LV. 
LV  Y=>VYV (D2); LVL 

L2 


La intercalación para la construcción de (D) es pues posible para la 
línea L1 de (PD). 


Hipótesis de inducción (11). — Suponemos ahora que la intercalación se 
ha conseguido hasta la línea Ln— 1 de (PD). 


Línea Ln de (PD). — La fórmula de la línea En de (PD), V, puede haberse 
conseguido aplicando a una fórmula de alguna línea Ln—r, Z, alguna de 
las reglas Ras, Raz, Ras, Ry; Ryz, o R8, o bien aplicando a dos fórmulas, 
Z y W, de dos líneas anteriores, Ln—s y Ln—+t, la regla Rg. Como es 
natural, V puede ser también un axioma o un teorema. Pero entonces la 
intercalación que da Y >V es la misma que en los casos respectivos para 
la línea L1 de (PD). Atenderemos pues a las otras situaciones posibles. 


a) V procede de Z por Ras. — Por la hipótesis de inducción, como la línea 
de Z es Ln—l o anterior a Ln — 1, hay en (D) una fórmula Y > Z. Pro- 
cedemos en (D) a la siguiente intercalación, con la misma visualización 
que antes: 
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y En 
(2D) (0) 
¡ 
In=r £ La y Z 
: 
En V Bay nr  i La Yo Z ED 
Ln +1 : s 
¿ 
¡ Ñ 
lo La Y Res Ln —r. 
| de +1 A Ros Lp. 
il Tan+>i 
! 
¿ 
: 
¡ 
¿ 


El subíndice y indica sólo que La es una línea nueva, ma línea de (D), 
pero no de (PD) al principio, y va numerada con una cifra romana. El paso 
de Za V en (PD) es por Ran, pongamos por p/g. Como (PD) es una P-de- 
mostración, Y no contiene ninguna variable sustituida en (PD) (en este caso 
del ejemplo, no contiene “p"). Por eso la misma aplicación de Raz quesen 
(PD) permite pasar de Z a V, en (D) permite posar de a a X>V. 
(No hemos supuesto que en (PD) Z fuera la férm amediatamente an- 
Eo a V (no hemos supuesto r = 1), Esto es, natu É 
la hipótesis inductiva nos dice que las intercalan 
Ln-——1. Para simplificar tipográficamente los es 


partir de ahora a ese “realismo” y supondremos que Z 
in — 1) 






mos a 
en la línea 


AN 
DA 
ra 
Los 


b) Y procede de Z, por Res. — Por la hipótesis de inch e lr id que 
en (D) se tiene ya, como fruto de una intercala PD), la fórmula 
Y >, El paso de Z a Y en (PD) es por Ray, tución de 

individual por otra, Pongamos, x/U. Por construcción de la P- 

(2D), Y no contiene a 4. Consiguientemente, como en el caso anterior, le 
misma sustitución que en (PD) Jeva de Za V, lleva en 1D) de de Y>Za 
Y => V, La intercalación es pues: 





er 


temostración 
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(PD) (D) 
Lu—1 Z Ln -— 1 L 
En Vo Ras: x/4; Ln—l. Lar Y>Z (4D 
Ln-+ 1 Ln V Ras: 3/4; Ln— 1. 
- Lra Y > Y Ras: x/4; La. 


Ln+1 


c) y d) V procede de Z por Raz o por R3.-— La intercalación se construye 
como en los dos casos anteriores, con la regla correspondiente, 

e) V procede de Z por Ry,. —Por la hipótesis de inducción, en (D) se tiene 
ya una línea Y > Z. De Z se pasa a Y en (PD) por generalización poste- 
rior, Ry,. Esto supone: que Z es un condicional, W —> 5, que la variable ge- 
neralizada, digamos 'x', está líbre en 5 y no aparece en W; y que V es 
W > (x)S. Además, como (PD) es una P-demostración, Y no contiene'x”. 
La intercalación entre fórmulas de (PD) para construir el correspondiente 
tramo de (D) es pues: 


(PD) (D) 
ET W= $ Dn -— Wo $ 
Ln Wo (fs Ey; Ln—L 


La +1 > 
; ls Y>[W>8] (HD 

Ln W => (x)5 Bru Ln— 1 

Lx Y > (1) [W-— 5] Ryy Lo 

Loma Y > [W => (95) (TP18). 

En + 1 


H V procede de Z por Ryz. —Por la hipótesis de inducción, hay en (D) 
una línea Y > Z. Como en el caso anterior, Z es un condicional, 5=> W, 
“x” está libre en S, x' no se presenta en W, y V es HxS ->» W. Por ser (PD) 
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una P-demostración, Y no contiene a “4. La intozca 
tras la línea Ln es: 


(PD) D) 


Ln—1 5>wW 


En Hxs > W Era Ln— 
in-+1 


Ln Hx£ > YY Kyo; Ln — 1 
Lira y —> 531 [S > YA] By 1 th 


| 

A 

: 

: 

| La YS[85=>WI qm. 
Laa Y> [HxS e UN (TP19). 
| 

: 

| 

E 


Queda por considerar el último caso: 
E) Y procede de Z y W por Rg.— Por la hipótesis de inducción, hay en (D) 
una línea Y + Z y una línea Y >W. Z tiene que ser en (PD) el condicto- 
nal Wo V. La “mter calación en (PD) para fermor el correspondiente 
tramo de (D) es: 


(PD) (D) 





ia—2 WoYV En — 2 W Y 


in—i Y 

En V R8; Ln—2 En— 1 

Ln +1 - 
Le Y => ¡W —V1 (30 
Ln-—1iVW 
Ls Y>W (3D 
Ena Y>Y 2A£u La —2 Laa 
in 1 
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Con esto queda completada la demostración de que es posible realizar. 
en la P-demostración (PD) de X a partir de Y las intercalaciones que la con- 
vierten en la demostración (D) de Y > X. Lo cual es una demostración del 
teorema de deducción, 


La anterior demostración es incorrecta en los pasos e) y £), porque en elos 
se usan dos teoremas, (IP18) y (TP19), que no han sido previamente demos- 
trados en AB. Pero los dos son teoremas de HB, He aquí, por ejemplo, uva de- 
mostración de (TP18) en HB: 


Empezaremos por justificar una nueva regla auxiliar de MB: 


RAy, X >| = 2] 
XaY => £ 
Justificación: 
Ll. X= [Y =>2Z] Premisa de la regla. 
L2. mXv[oYyZ] (02), Li, 
3. [oXwoYIvZ paso meramente notacional, por 
la asociatividad de “y. 
L4, mIXaYIvz (M1; E3. 
LS. XaY=oZ (02) La, 


Rehaciendo la demostración a la inversa, se obtiene otra regla auxillar más 


para HB: 
RAys XaY>Z 
X>o [Yo Z] 


Con estas dos reglas auxiliares podemos proceder a demostrar (TP18) en HB: 


El. ()Px => Py A5. 

L2, Dí Qu v Px] > Qz y Py Rog: Pl Qry?; Ll. 
LS. (0102 > Px] => [Oz > Py] (D2); L2 

L4, (0102 >Px] a Qa > Py Ráys L3. 

L5, (Dll >Px] a Q2 > (9Py Ryas 14. 

LS, (Mi0z > Pala Qí > ()Px Ra; L5, 

17. (010x >Px] >[02 > (x)Px] Ráys L8. 

L8, Gmil?y >Px] >[Py > (098x] Ros: O3/Py; 17. 

L9. [p > ql > [svp >sv ql A4, 

110. (OPx >Py] > is y (9Px o svPy] Ras: pifoPx; qiPy; LS. 
Ll. sv (10)Px>s y Py Rg; Ll, L10. 

L12, sv (9)Px > (mts v Py] Ry; 111 

L1S, sv (0DPx > xj is y Px]) R3; y/x; L12. 

L14. Py y (OPx => (03 Py y Px] Ba: 5s/ — Pg; LAS. 
L15. [Py > (0Px] > (01Py > Px] (D2), Ll4. 

L16. (0[Py > Px] e [Py > (x9P1] RA >; L8, 115. 


Análogamente se demuestra en HB (TP19). 
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El papel del teorema de deducción en la teoria 
tiene aquí de ilustrar la igualdad de rendimiento de 
tema de deducción es parte de la metateoría de los 
y es, como el principio de éstos, históricamente anterior al cálculo de la 
deducción natural. Precisamente éste puede entenderse como inspirado 
en la idea de convertir el teorema de deducción, que es un teorema meta- 
lógico, un teorema sobre el cálculo y no del cálculo, en una 
formación del cálculo. 

Pero incluso en su papel sustantivo para el estudio de los si 
máticos, el teorema de deducción está relacionado con el a 
cual nos ha sido útil aquí. Pues el tecrema de deducción se aduce en ge- 


£ 4] 


neral, entre otros motivos, por mostrar que la noción de € 





sas axiomáticos 















omostración a 










intuitiva de la relación de consecuencia entre enuncis: na esquemati- 
zación extensional de la cual es —. Este teoreme tiende pues a docu- 
mentar la “naturalidad” de la demostración en el sis tico. Ahora 
bien: reproducir la “naturalidad” de la deducción te el mo- 
tivo inspirador de CDM. 












cz 


La presentación de la demostración inductiva del a cm: 
£cado se basa en la construeción del teorema de ded a por Á, Church para 
un sistema de lógica de enmnciados y de lógica de prorlica de primer orden 
con esquemas axiomáticos y axiomas. Difiere de ella por el use hecho aquí de la 
noción de P-demostración, y por algunos expedientes de ex, - La idea del 
teorema de deducción es de ]. Herbrand (1928). 


simpli- 
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Sección Primora. — LAS LIMITACIONES DEL CALC 


CAPÍTULO Xi 


RENDIMIENTO DEL CÁLCULO LÓGICO ELFMENTAL 


61. Los metatcoremas sohro el rendimiento. — En el capítulo X, con 

motivo de la comparación entre CON y HB, hemos hablado renotidamonte 
y Ñ 

de “rendimiento” sin precisar ionyormente esa palabra. Sin embargo, con- 

e y O 

tamos ya con conceptos que nos permiten procisaz lo que enioro decir 
y pros q B 

“rendimiento de un cálculo. Esos conceptos son los de consistencia, com- 

pletud y decidibilidad (cfr. 18). Estudiar el rendimiento de un algoritmo 

es estudiar su comportamiento respecto de 2sas tres propi edades, espe- 










de 


cialmente respecto de las dos primeras, que son las de interés 
Un estudio de esa naturaleza es metalégico: sus resultados : 

ciones del cálculo, sino a Ainaciónes sobre el cálo 
ejemplo de metateorema es el teorema de deducción, 


El estudio del cálculo lógico elemental ha establo 
propiedades del mismo: 







tado en 80.) 






las siguientes 


1.5: el cálculo lógico elemental es consistente; 
2.2; el cálculo lógico elemental es completo; 
*: no todo el cálculo lógico elemental es decidible, pero sí lo es parte 
de él. 


En el presente capitulo vamos a estudiar la 
del cálculo lógico elemental, En el capítulo AL 
relativas a la decidibilidad de loo de sus partes. 

Los metateoremas sobre el rendimiento son, en genoral, de demostra- 
ción sencilla en cuanto a su principio, pero algo isboriosa por su técnica. 
La complicación técnica se debe a la necesidad de suponer un mnivor 
infinitos individuos, o sea, a la necesidad de refer 
nes a la totalidad de los símbolos individuales; esas 
infinitos, y como no se les puede tener materialmente 





la y la cempletud 


: cuestiones 
















so en las demostracia- 


pueden ser 
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necesario arbitrar procedimientos que garanticen, por así decirlo, que se les 
puede pasar revista a todos sin confundirlos. Esos procedimientos con- 
sisten en reglas estructurales sobre la formación de las fórmulas. En la for- 
mulación de dichas reglas se encuentran las principales dificultades técnicas 
de las demostraciones que nos interesa considerar. 

Aquí deseamos evitar esas dificultades técnicas, pero sin renunciar por 
ello a tomar noticia de la naturaleza de las demostraciones metalógicas, 
con las cuales hemos empezado a familiarizarnos en 60, Para ello vamos 
a referir estas argumentaciones a un universo finito, esto cs, 2 Un Universo 
del discurso con un conjunto finito de individuos, por ejemplo, el formado 
exclusivamente por los individuos a y b: <= (a, bj. No por eso dejaremos 
de aludir también a universos cualesquiera. Pero entonces nuestras indi- 
caciones serán meras ilustraciones o comentarios de procedimientos de- 
mostrativos. Nuestras reflexiones no serán demostrativas más que cuando 50 
refieran a Q = (a, bj. 

En cierto sentido, el expediente de limitarnos a un £2 finito no es tan 
grave desde el punto de vista práctico o aplicado cuanto lo es desde el 
punto de vista teórico. Pues, como sabemos (cfr. 37), la lógica elemental 
no basta para formular las nociones fundamentales de la aritmética, pri- 
mera ciencia en la cual tiene un papel esencial la infinitud del campo de 
individuos. 


Los siguientes esquemas de argumentación se basan en las demostraciones 
dadas por W. Ackermann en la 3, edición de Hilbert-Ackermann, Grundzige 
der thcoretischen Logik (1949), aunque introducen en ellas simplificaciones in- 
tuitivas y un punto de vista semántico que les es inesencial, 


62. Consistencia del cálculo lógico elemental. — La noción de con- 
sistencia —o de compatibilidad, como también se dice —es en general 
la de ausencia de contradicción: un cálculo es consistente cuando en él no 
son demostrables contradicciones. 


Tal como queda formulado —-con la palabra “contradicción' — el concepto 
de consistencia es semántico. Pero sólo verbalmente: pues en vez de “eontradíc- 
ciones” puede decirse; “fórmulas como “pau p”, o una fórmula y otra fórmula 
que es como la anterior con el signo “* antepuesto”. Y estas formulaciones son 
sintácticas. En realidad, los conceptos de consistencia, completud y decidibili- 
dad son susceptibles de varias formulaciones, y aunque en general nos aten- 
dremos en cada caso a una noción, vamos ahora a obtener otro concepto de 
consistencia, éste si verdaderamente semántico, que nos será útil para hacer 
más intuitiva la argumentación siguiente. 


Si un cálculo es inconsistente, no puede tener ningún modelo, ninguna 
interpretación que haga verdadero al sistema de sus teoremas; pues ningún 
objeto, e, puede satisfacer una fórmula como, por ejemplo, “Paa — Pa. 
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U7O 
Entonces, por las leyes de la contraposición (TES), puedo afirmarse que 
si un cálculo tiene al menos un modelo para el sístema de sus teoremas, ese 
cálculo es consistente. La demostración de la consistencia del cálculo lógico 
elemental puede consistir pues en mostrar que tiene al menos un modelo. 


FÓZ 


Vamos a construir un sistema de interpretaciones Y, del cálenlo lógico 


Eniil 
elemental, y a mostrar que toda interpretación particular, Y, perteneciente 


al sistema Y es modelo de dicho algoritmo. Y será coma sigue: 





1 Los simbolos de enunciado (atóraicos) —romo “y, “q, ete. —se 
interpretarán en el campo de objetos consti: 
V y F: (V, FJ 
Las fórm od, ete. — quedan en- 
tonces interpretadas sin más, según las tablas de los functores veri- 
tativos (cfr. 38). 
2 En cuanto a las fórmulas predicativas stómicas, establecemos las 
siguientes reglas do interpretación: 






. por los valores 





a) el campo de individuos para las variables 
0 = ía, bh 
b) las letras predicativas — como “P”, “Q', etc. —no se interpretan, 


sino que Se toman como pal rámetros Mjos. 









La sencillez del universo del discurso elegido nos pormite tratar simul- 
iáneamente todas las interpretaciones, Su, perten a £, como si se 
tratara de una sola. Por eso hablaremos flaxamenteo) de la interpre- 
tación <<. 







Como consecuencia del punto 2.2, las fórmulas e 
a conjunciones 0 dados (c£r. 55), del modo eiemp* 


(lio Par Pb. 
HxPx <= Y Pay Pb, 

0 xy > E Raa a Rab a Bbb a Rba, 
Hxdy Ray > Y Baa y Bab y Ebo y Eba. 
(QAyRay > E [Raa y Rabl a [Bba yw dd 
HD Ray > Y 9 fRaa a Rabl v ¡Rba a Rh] 





Etcétera. 


> Y debe leerse: “equivale por Y 2. 


ue tomare- 


La interpretación £ es modelo del cálculo lógico € clone 
mos en la presentación axiomática HB, Para ju : 
que mostrar dos cosas: primera, que Y es modelo 
de 118; segunda, que las PR de HB trasmiten 
axiomas de tener el modelo Y; o sea: que apucadas 
los axiomas) sean verdaderas para $, las 1 reglas del < 
fórraulas que también son verdaderas para Y, 










E Sn tenemas 
os axiomas 
dad de los 
was que (como 
ducen nuevas 





€ 
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Por lo que hace a lo primero: el axioma Ál toma por la interpretación 
$ el valor de 
VyV=>V 
o el de 
PyES>F, 
que es siempre V, como puede verse por las tablas de los functores *v' 
y “>. De este mismo modo puede comprobarse la verdad de los axiomas 
A2-84 para Y. 
El axioma AS, 


COPx => Ly, 
se reduce a 

PaaPb= Pa, 
oa 

PaaPb> Pb; 


esos dos enunciados son verdaderos para $, como puede apreciarse por las 
tablas de “4 y —, 
El axioma A6, 


Py > 4xPx, 
se reduce por Y a 

Pa=> Paw Pb 
oa 

PD->Pav Pb, 


enunciados válidos ambos para Y según las tablas de Y y ==. 

Con esto queda resuelto el primer punto. La interpretación Y es modelo 
de todos los axiomas de HB. Ahora veremos que las reglas de trasforma- 
ción de HB trasmiten a los teoremas la propiedad de los axiomas de ser 
verdaderos para Y. 

Las reglas de sustitución, Ra, Raz y RS, no presentan ningún problema, 
Esas reglas no permiten más que dos cosas: o cambiar de nombre a un 
hecho (como cuando se escribe “p" por “g) o a un individuo (como cuando 
se escribe “x" por “y), y éstos son casos de las reglas Ra,, Raz y R8; o bien 
sustituir un valor (un símbolo de enunciado) por un complejo de valores 
(por una fórmula molecular); éste es un caso de las reglas Ra, y Raz, 
En este caso no es posible la introducción de valores nuevos, pues el com- 
plejo de valores sustituyente está él mismo compuesto exclusivamente por 
los valores V y F, y tiene a su vez el valor Y o el valor F, y ningún otro. 
Por ejemplo, dada la fórmula 

PAd=>d, 
la sustitución q/r ys, 
palrvs]>rvs, 
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no puede alterar el valor de la fórmula inicial (principio de extenstonalidad). 
También la regla R£ trasmite de los axiomas a los teoremas la propiedad 
que nos interesa. Esta regla permite pasar de unas fórmulas 


X>Y 
Y 

Xx 
a la fórmula 

Y. 







Supongamos que X-—> Y y X sean ambas verda) para $ y que Y, 
en cambio, no lo sea, porque la regla R£ no trasmita ficha propindad, 
Entonces X > Y o X tendrán que ser falsas para Y, contra la hipótesis. 
Luego Y no puede ser falsa a o 
Queda por ver lo que ocu 
Ry permite pasar de 


=> Y 


ee 








em Ey y Ryo. 


A => (Y 


siempre que x' esté líbre en Y y no se presente en X. Tal es, por ejemplo, 
el caso de 


O q> Pr, 
siendo “q” tal que no contiens a Y. 


Por Ry, se pasa a 


(2) > (a) Pr. 
Para el Q de la interpretación Y, (2) es lo mismo que 
(3) q>Par Pb, 


$ es por hipótesis modelo de (1), lo que quiere decir que les dos enunciados 
siguientes son verdaderos para €: 


(a) q > Pa; 
(hb) q > Pb. 


Ahora bien: (la) y (Lb) juntas es lo uwrismo que q — Pa a PD, que es (3). 
Luego Y es también modelo de (3). La regla By, trasmite pues también la 
propiedad que nos interesa. 
Por último, la regla Ry, permite pasar de 
Y=>X 
a 


liY= X, 
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con las mismas condiciones que Ry, sobre “4, Y y X. Este es el caso, por 
ejemplo, de 


(4) Px>g, 
si "q" no contiene a “x, 
Por Ryz obtenemos de (4) 
(5) HxPx => q. 
Para el Q de la interpretación $, (5) es lo mismo que 


(6) PavPbq. 


Y es modelo de (4). Pero (4), al no tener cuantificada la 'x”, no precisa 
cuáles son los valores de “x” para los cuales es verdadero el condicional 
"Px> q. Puede ser el valor a o el valor b. Y esto es precisamente lo expre- 
sado por (6). Consiguientemente, si Y es, como presupone la hipótesis modelo 
de (4), tiene que ser también modelo de (5). Asi pues, también Ryz trasmite 
la propiedad de ser verdadero para $. 

En definitiva: Y es modelo de todos los axiomas del sistema y de todas 
las fórmulas obtenidas a partir de los axiomas por las reglas del sistema. 
Y es modelo de todos los teoremas del sistema. Éste tiene, pues, al menos 
un modelo, y es por tanto consistente. 


(En realidad: todas las interpretaciones $,, pertenecientes al sistema de inter- 
pretaciones Y, son modelos de HB.) 


63. Completud del cálculo lógico elemental. — También la noción de 
completud se entiende en varios sentidos. En sentido semántico, que es el 
que ya conocemos (cfr. 18), se dice que un cálculo es completo cuando 
todas las verdades formales formulables en su lenguaje son teoremas del 
cálculo. En sentido sintáctico, se dice que un cálculo es completo cuando, 
al añadirsele una fórmula que no sea un teorema suyo, el cálculo se hace 
inconsistente. (El añadido se entiende hecho al sistema de los teoremas del 
cálculo.) El sentido sintáctico de *completud” incluye en cierto modo al 
semántico: pues si el añadir al cálculo una fórmula no demostrable en él 
le hace inconsistente, es que él demuestra todas las fórmulas verdaderas, 
o que, por decirlo gráficamente, es completo porque no se le puede 
añadir nada”. 

Empezaremos por ver que la parte de la lógica elemental a la que 
hemos llamado “lógica de enunciados” es completa en el sentido más fuerte 
(el sintáctico) de los dos dichos; luego veremos un esbozo de cómo se de- 
muestra que la lógica de predicados de primer orden — o sea, el sistema de 
la lógica elemental — es completa (semánticamente). 


3 


RENDIVDENTO DEL CÁLCULO LÓCICO ELDAUNTAL 183 


Completud del cálculo de enunciados, , s una fórmula del 
lenguaje de la lógica de crunciados que ad ; cen el cálculo y 














que, sin embargo, se pretenda añadir al mismo Sea esa 
fórmula, por ejemplo 

Y pAger. 

(8) es una forma normal conjuntiva de (7): 

(8) [=pyvequrla le rvegla Lo rvql. 

Si hay que admitir a (7) como teorema, hay que admitir a (8). Aho- 


sea ee 
, en este caso, 
el segundo, 


ra bien: (8) es una conjunción. Para que una conjon 
tienen que ser verdaderos todos sus com ponentes principa 
los tres de que consta (8). Tomamos entonces uno de elos 
por ejemplo, e iniciamos con esa fórmula la siguiente dom: 








L1 =Tvp Supuesta verdad. 
L2 en NS Ro: 1/08 p/s, Ll. 
E3 Ev 5 Ley doble nogación. 
LA prp=>p Al. 

05 51 >8 Roa: p/s; LA. 

Le $ Re; La, L5. 


Al añadir (7) a los teoremas del cálculo, obtenemos pues quo 's' es también 
un teorema del cálculo. Pero con “$ como teorema podemos establecer la 
siguiente demostración: 


Li $s S 
12 me Ea 





sto teorema. 
; Sm. 5; Li. 


Así pues, si (7), que no es <demostrable en el cálculo, se añado al sistema 
de teoremas del mismo, entonces el cálculo da tan 
ala vez, “$ y “8, lo que quiere decir que se hace 
la afirmación de una fórmula atómica cs ya una incor 


la parte del cálculo constituida por el cálculo de enunol 













> teoremas, 
nto (cfr. 59 
al. Por tanto, 
es completa. 





Completud del cáículo de predicados de prime 
tación cuyo núcleo vamos a considerar aquí en esh 
tud del cálculo de predicados de primer orden en * 
a consiste en mostrar que, dada cualquier fór 

ladera del lenguaje del cálculo, esa fórmula es un tenvo 
ale en el mismo. La idea o de la demos? 
debida originalmente 2 9 zódel, 1930) es que para $e 
cálculo de predicados de primer orden es posible const 
del cálculo de enunciados (a la que llamaremos "la red 
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X es una verdad formal, entonces también lo es Y, y tal que, además, X es 
demostrable en el cálculo a partir de Y. Ahora bien: puesto que el cálculo 
de enunciados es completo, si Y es una verdad formal, Y es demostrable, 
es un teorema. Mas como X es demostrable en el cálculo a partir de Y, 
entonces también X es demostrable en el cálculo, es un teorema. Con lo 
que queda demostrado que el cálculo de predicados de primer orden es 
completo: pues una verdad formal cualquiera, X, expresable en su lenguaje, 
resulta ser un teorema del cálculo, 

La dificultad técnica principal está en la construcción de la reducida 
con todas las (infinitas) variables. La línea general del procedimiento puede 
ejemplificarse así: dada una fórmula, X, del cálculo de predicados de primer 
orden, puesta en forma normal prenexa, con todos los particularizadores 
delante de todos los generalizadores (forma normal prenexa de Skolera). 


(9) (X=) Ty (0) Bxy, 


se indica la construcción de una fórmula sin cuantificadores, Y, en la que, 
por tanto, no hay más estructura lógica relevante que la de los functores 
veritativos, y que es una disyunción de todas las fórmulas predicativas 
atómicas resultantes de expresar X con todos los pares (en nuestro ejemplo 
diádico) de variables: 


(10) (Y =) — Buuyi Y Bxytfa Y... Y BXnUn Y... 


(La construcción de esta reducida tiene que basarse en medidas de precat- 
ción especiales para que no se mezclen las variables que estaban particula- 
rizadas con las que estaban generalizadas.) 

Luego se razona así: si X es una verdad formal, entonces también tiene 
que serlo Y, Pero la lógica de enunciados es completa. Luego Y tiene que 
ser un teorema de HB. 

El tercer paso de la demostración consiste en mostrar que X es demos- 
trable en HB a partir de Y. Se procede del modo siguiente: Y es una dis- 
yunción. Para que sea formalmente verdadera basta con que lo sea alguno 
de los miembros de la disyunción. Tomemos uno de esos componentes 
principales verdaderos de (10), por ejemplo, RXptfn. Entonces se construye 
la siguiente demostración: 


Li BXaln Teorema. 

E2 s > RXnbn RAxve; Ll. 

LS lpvp= pl => Brain Ra: s/pvp=>p; L2. 
La [p wep] => (2) Rxga Ry E3, 


(xy pierde el subíndice porque ya no tiene sentido: al ser generalizado el 
operando respecto de “x”, la fórmula vale ya para cualquier variable que 
ocupe el primer lugar de argumento de “K.) 
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is prep pl => 96) Ra Bn; LA, 

16 .pvp>p Áál 

Li GOR: 26: 15, LO. 

LS (1)Px => Py ÁS. 

L9 6)-k8y > (2) Bxz Bas: PLY GOR; LE. 
110 Py > ExPx AS. 

Lil (O Rxz > dy OO Bay Bas: PL GO Re LLO. 
Li2 (M0) Ray > Uy (0) Ray HAB: L9, Li. 
El13 Hy 0) hzy A8; 17, LIS, 


Según ese ejemplo se establece que cualquier fórn del cálculo de 


predicados de primer orden que-—como (8) en el siemplo —se sepa 
formalmente verdadera por información ajena lento, es también un 
teorema del cálculo. Éste es pues completo. 

En el caso de nuestro universo Énito, con (4 = (a, 0), ese esquema de 
argumentación nos da inmediatamente una demostre j e la completud 
del cálculo para el universo de (2, La demostración es pues la redu- 
cida de (9) puede escribirse directamente y es, además, dna mera forma 
de escribir (9); es (9) para €: 


a) ¿Raa a Rba] y [Baba Rbb]. 












Si (0) es una verdad formal, entonces también lo es (11). Pero (11) es una 
fórmula sin cuantificar, una fórmula del cálculo de emmeotados, Luego (11) 
os un teorema puesto que el cálculo de enunciados es comploto, Y como 
(11) es sólo una forma de escribir (9) para (2, (0) es tembién un teorema. 
Con las anteriores reflexiones, que sólo son ilustraciones plansibles de 
la cuestión, tendremos suficiente por lo que hace a la completud del algo- 
ritmo lógico elemental. 









64. La lógica clemental y el programa algorítmico. — La completud 
del cálculo lógico elemental permite pensar que este aÍ; 7 CUT aple en 
algún sentido el ideal algorítmico, la mecanización de la inferencia dedue- 
tiva a la cual ha aspirado una larga tradición Moséfca, lo Ramón Lull 
(cfr. 18). Por ser completo, este algoritmo puede sk tedos las con- 
secuencias deductivas de las verdades fundamentales de cualquier discurso 
temático al que sea aplicable. La intervención del trabajo intelectual 
creador se limitaría a suministrar a esa máquina com 










y de deducir (una 
vez construida) las verdades fundamentales del campo que int 

Pero también hemos visto (cfr. 27) que la lógica clemonta! no 4 para 
formalizar, no ya las argumentaciones morales que ancría algoritmizar 
Leibniz, sino ni siquiera las afirmaciones fundar los de la aritmética. 
En la lógica elemental no es, en efecto, posible formalizar el 52 de los 
axiomas aritméticos de Peano, el llamado “pri ncción”, que 
requiere la cuantificación de un símbolo prodien 
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Esta limitación de la lógica elemental tiene importancia para la ma- 
yoría de las ciencias positivas, en la medida en que éstas utilizan como un 
instrumento más o menos esencial la matemática, cuya fundamentación 
se busca en la aritmética. Por eso es interesante considerar las propieda- 
des algorítmicas del lenguaje lógico capaz de formular las afirmaciones 
fundamentales de la aritmética. Se trata de la lógica de predicados de or- 
den superior, empezando por el segundo. 


CAPÍTULO XIL 


LA LÓGICA DE PREDICADOS DE ORDEN SUPERIOR 
Y EL TEOREMA DE INCOMPLETUD DE SÓDEL 


65. La lógica de predicados de orden superior. — La lógica de pre- 
dicados de orden superior se introdujo como aquela en la cual se admite 
la cuantificación de símbolos predicativos (cfr. 25, 36, 37), Al admitirse su 
cuantificación, los símbolos predicativos empiezan a ser propiamente va- 
viables. Por otra parte, cuando un símbolo es ensntiñicablo, ello significa 
que puede ser usado en posiciones sintácticas de sijoto, El ejemplo del 
5." axioma de Peano, que fue precisamente el enuscindo que nos llevó a 
interesarnos por la lógica de predicados de orden superior, permite apre- 
ciar esta circunstancia, Dicho axioma puede entenderse como definición 
de la noción de propiedad de todo número natural, El axioma dice, en 
efecto: "una propiedad, P, tal que (1.%) la posee el mátulo elegido (cera o 
uno) y (2.9), si la posee cualquier número, x, también la posne el siguiente 
de x, es una propiedad de todos los números naturales”, El axioma en 
cuestión justifica, por tanto, frases como: la propiedad Q es una propie- 
dad de todos los números naturales”, Usando “M' para dales la pro- 
piedad ser-propiedad-de-todos-los-aúmeros-naturales, esa Írase puede sim- 
bolizarse así: 

MO, 

expresión simbólica en la cual el símbolo predicativo “Q” ocupa una posi- 
ción sintáctica de sujeto. Si admitimos como base de la Aiscusión un campo 
de individuos constituido por los números naturales -—es decir, si admi- 
timos provisionalmente que los números naturales s0al objetos individua- 
les —, entonces el predicado “Q” es un predicado de individuos, el predi- 
cado “M” un predicado de predicados de individuos, También se dice que 
iu propiedad Q y el predicado “O” son de orden lógico 1, la propiedad M y el 
predicado *M” de orden lógico 2, y los individuos y sus sÍmbo! 
“Y, ete, — de orden lógico 9. 

Naturalmente, nada impido introducir también y or de predica- 
dos de predicados, símbolos de orden lógico 2, 4, eto, Ésta será en realidad 











e 
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la estructura más naturalmente íntegra de la lógica de predicados como 
marco general de la forma del conocimiento: pues en éste no existen limi- 
taciones en ese sentido dle progresiva elevación del nivel de la predicación. 

En la lógica de predicados de orden superior coexisten, según esto, sím- 
bolos de diversos órdenes lógicos, todos los cuales, excepto los de orden 0, 
pueden aparecer en posiciones de predicado y en posiciones de sujeto. 
Los de orden 0 sólo pueden usarse en posiciones de sujeto. Pero si se uti- 
liza sin precauciones esa posibilidad, se producen paradojas como las ya 
conocidas, La razón de ello es que la reflexividad, que, según vimos, era 
ur rasgo común a muchas formaciones lingúísticas paradójicas, se presenta 
fácilmente al usar un símbolo de orden o tipo lógico n como predicado de 
simbolos del mismo orden lógico n. Éste es un uso tipológicamente reflexivo, 
Por ejemplo, si es lícito ese uso tipológicamente reflexivo, no estará probibi- 
do por ninguua regla de formación el escribir una fórmula como 


(1 PO, 


“Q es P, aunque P” y “Q' sean del mismo tipo lógico. Pero entonces tam- 
poco estará mal formada una expresión como (1) aunque “P” sea el pre- 
dicado especial que consiste en la negación del símbolo al cual se aplica. 
“P” se definirá así; 


PO ea LO, 
“O y (, como “P” y “Q' en (1), pertenecen al mismo tipo lógico, al modo 
como pertenecen al mismo tipo lógico los adjetivos “par” e 'impar”, ambos 
aplicables a los mismos sujetos (nombres de números naturales). 

Pero si esas formaciones son lícitas, entonces en base a2 una regla de 
sustitución que siempre será necesaria en el cálculo de predicados (el aná- 
logo de la regla Raz de HB para la lógica de predicados de primer orden), 
se podrá obtener de la definición de “P” la siguiente fórmula: 


(3) PP. PP. 


Esta contradicción, Hamada “paradoja de Russell”, se debe a que hemos 
admitido como expresión bien formada, como fórmula de la lógica de pre- 
dicados de orden superior, una expresión en la cual el predicado y el su- 
jeto eran del mismo tipo lógico. Con eso hemos admitido la posibilidad de 
Formaciones lingúísticas reflexivas del tipo de las paradojas. 

Por esta razón Russell y Whitehead construyeron la lógica de predica» 
dos según la amada “teoría de los tipos lógicos”, la cual, en sus dos va- 
riantes principales, consiste sustancialmente eu esto: 


(1.9) imponer una clasificación sistemática de los símbolos según sus 
tipos lógicos; 

(2.9) establecer la regla de formación según la cual una expresión pre- 
dicativa no es una fórmula más que si los símbolos que ocupan 
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posiciones de sujeto respecto de símbolos de ordca a son de tipo 
n—1. (Esto es lo que no se cumple en (1), pues “P” y “O” se supu- 
. E] > y 7 . , e 
sieron del mismo orden lógico.) 





sión lin- 
cia entre 
(E. B. Curry.) 


, pero aquí los usaremos mph Sradoramente 


: de Russell supone una : 
giística de las Ae Si E no se entendiera comio 
enunciados o fórmulas, no sería recesario considerarla 
“Tipo” y “orden” no son sinén 
como tales. 









na 











La distinción entre los tipos puede hacerse mediante 
tepondremos a los símbolos en su parte superior, por e 
La siguiente expresión no es una fórmula: 


H1P [1210 y 1Pr]. 


5, que an- 


o: 1P, 0. 





Lo es en cambio la que sigue: 


A3P [2P2Q v*P?R]. 






Tal es la estructura de la lógica de prodicados de orden smperior. 
Y como en ella sí que parecen poder formularse las aSraaciones fmda- 
mentales de la aritmética, cuyo interés indirecto para las demás ciencias 
positivas hemos recordado ya, interesa plantearse la pregunta de si esa 
lógica puede o no formalizarse en un cálculo completo, El matemático 
y lógico antes citado a propésito de la completud de la tógica elemental, 
Kurt Gúdel, demostró en 1931 que el cálculo de pr: dos de orden su- 
perior es incompleto. En 67 veremos un esbozo de su argum cion Eco 
antes será necesario considerar en 66 una técnica intror 
Gódel que legitima su demostración. Esta téc *l: 
o “aritmetización”, permite representar la lógica dep P 
guaje de la aritmética, es decir, mediante afirmaciones 3 
turales, 



























66. La gódelización. — La gódelización se 
mental de la aritrnótica que enseña que la descomy á 
en factores primos es unívoca. La técnica consiste er oscntar 
fórmula de la lógica de dp por un número que es un podes 
de factores primos afectados por exponentes. 

Se empieza por asignar a cada símbolo elemental un nú 
"número de Códel del símbolo. Un ejemplo puede ser la ta 
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Tabza 1. — Números de Gódel 





Simbolo Níúmero de CGódel | Símbolo Núunero de Códel 
p 1 | ip 12 
q 2 | 10 13 ; 
a 3 í 14 
Y 4 ] 15 
A 5 i A 16 
> 6 í € 17 
S 7 3 18 
x 8 | 2pP 19 
y e ¡ . . 
¡ a 10 ¡ > > | 
Á 11 : 

















El número de Gódel de una fórmula se obtiene del modo siguiente: 
dada una fórmula, por ejemplo, 


(4) pYg, 


se numeran los lugares de sus símbolos, asignándoles números primos corre- 
lativamente a partir de 2: 


p Y q 
2 3 > 


Luego se afecta a cada uno de esos números primos con un exponente que 
es el número de Gódel del símbolo que ocupa el lugar correspondiente al 
número primo. El producto de las potencias así formadas es la expresión 
factorizada del número de Gódel de la fórmula. Así, el número de Gódel 
de (4) es: 

2 3*-5% — 4050. 

Dado, a la inversa, el número de Gúdel de una fórmula, el teorema 
fundamental de la aritmética garantiza que se hallará la fórmula represen- 
tada por el número, ya que la descomposición de éste en factores primos 
es unívoca. Por ejemplo, dado el número de Gódel 24 y dada la Tabla 1 de 
los números de Gódel de los símbolos elementales, la descomposición de 24 
en factores primos, 


24=2:2:2.3=:2%-3, 
indica que la fórmula con número de Códel 24 es: 
(5) mp 


El número de Gódel de una demostración se obtiene del modo siguiente: 
dada la demostración, que es una sucesión de fórmulas, se obtiene el nú- 
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mero de Gódel de cada fórmula. Luego se numeran las í : -2omo antes 
los símbolos elementales de éstas para construiz el númoro de Códel de las 
mismas; O 5ea, se asigne e cada fórmula de la demostración un número 
primo, correlativamente a partir de 2, por el orden en q fórmulas apa- 
recen en la demostración. Á continuación se forman las potencias cuya 
base es el número (primo) de orden de la fórmula y cuyo exponente es el 
número de Gódel de la fórmula. El número de Gódel de la 4 mostración 
es el producto de esas potencias, Por ejemplo, dada la e ión en el 
cálculo de la deducción natural 
















Ll (0) p Supuesto teorema 
12 (0) pro iv; Li, 


su número de Gódei, n, es 


n=: 24080, 





Dado, a la inversa, el número n, el teorema 
garantiza que obtendremos la expresión 


Dd. Seo 


ración, y no 
a ningún sim- 
oros de Gódel 
ula de la demos- 
tración “p. La descomposición de 4050 en factores primos nos da como 
segunda fórmula de la demostración p y q. 


Ánte ella sabemos inmediatame ente que se trata de una den 
de una sola fórmula, porque el número 4050 ne corr 


bolo elemental, sino a una fórmula. La Tabla 1 de Los 
de los símbolos elementales nos da como primera Í 






En realidad, la gúdelización es más complicada que el Y 
acaba de leer: pues en ese resumen no se tiene en cuenta la necos 
números de Códel para infinitas variables de cada tipo ( (que 
garantizar que 4050, en nuestro e jempl o, no es el número “de G 
sírabolo elemental). Pero esto se consigue fácilmente de un modo que no 
en nada la esencia de la técnica tal como queda expuesta. 







3 


cados (de orden 
cados pueden 













Lo esencial de la gódelización es esto: la lógica de pre 
superior) permite expresar la aritmética. En lógica de pre 
construirse, pues, expresiones que hablan de números, los relacionan, ete. 
Esas expresiones constituirian (si dieran lugar a un cá to) una 
formalización de la aritmética. Por otra parte, dada la de órdenes 
de la lógica de predicados, en e la pueden también expresar: 
acerca de las afirmaciones aritméticas: por ejemplo, que tal afirmación 
aritmética es verdadera o falsa, o que d a, 0 auna es indemos- 
trable. Diremos, para abreviar, que en i : 5 puede expre- 
sarse también la “me otaaritmética”. Pues bien: la gádeliza de la lógi- 


m 


os Ge la lógica 


5 


2 . 
ART a ciones 








13, INTRODURCIÓN A LA LÓGICA 


192 LAS LIMITACIONES DEL CÁLCULO LÓGICO 


de predicados — incluidas, naturalmente, las metaarilméticas — por expre- 
siones aritméticas, de modo que una expresión metaaritmética sobre la 
verdad, falsedad, demostrabilidad o indemostrabilidad de una expresión 
aritmética podrá representarse a Su vez por una expresión aritmética. 
En esta circunstancia se basa la argumentación de Gódel, cuyo hilo vos 
interesa seguir aproximativamente en 67. 

Antes, sin embargo, vamos a tener que introducir una convención sobre 
nuestro vocabulario básico, sobre nuestros símbolos elementales, para poder 
hablar de números naturales en el cálculo. Pues es claro que la gódeliza- 
ción nos va a obligar a referirnos a ellos. La convención va a ser la si- 
guiente: entenderemos que la constante individual '£ (que en nuestra 
Tabla 1 tiene el número de Gódel 10) es el nombre (la cifra) del módulo 
de la sucesión de los números naturales, tomando como tal a cero; y, ade- 
más, que el símbolo predicativo constante “4” es el functor “siguiente”; la 
función siguiente-de, aplicada a un número como argumento, tiene como 
valor el siguiente de ese número en la sucesión de los números natu- 
rales; p. e. 


A5=6, 


“A” puede entenderse también como un descriptor, y 'A5' como una des- 
cripción. “AS” puede leerse: 


Gux es el siguiente de 5). 


La notación “A” nos ahorra, simplemente, espacio, y hará más visualizables 
las fórmulas. 

De este modo, todos los números naturales son expresables con el vo- 
cabulario básico del cálculo, y, más precisamente, con la parte de dicho 
vocabulario básico a la que hemos asignado convencionalmente números 
de Gódel en muestra Tabla 1. “Y, por ejemplo, se expresará por 


[A[A[Aa]]] 


(el siguiente del siguiente del siguiente de a). Como no hay ninguna con- 
fusión que temer con estas expresiones, prescindiremos de los corchetes, 
escribiendo, por ejemplo, en el caso anterior: 


AÁAa. 


Es claro que las cifras de números naturales tienen también cada una 
su número de Gádel. El de “Y, por ejemplo, es: 


De gu BM. que. 





$7. El teorema de incompletud de Gádel— La argumentación de 
Godel demuestra que ya la parte de la lógica de predicados necesaria para 
formular la aritmética es incompleta, en el sentido de que existe al menos 
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una fórmula de la teoría arito méti cz formulable en ella la cual es verdadera 
(cosa que se establece por un rezonamiento metalógi ico, : nálico”) 
y que, sin embargo, no pue de ser demostrada en la forn n. de la arit- 
mática misma en la lógica de predicados. El razonamiont en Sus- 
tancia del modo siguiente: 











1 


Paso E: Consideración de la situación de part ida, —a) Se envploza por ad- 
mitir que cl cálculo de predicados es consistente, En afro caso, como es 
natural, no tiene sentido discutir acerca de su completud, pues un cálculo 
inconsistente lo demuestra todo, tanto lo verdadero £ lo falso. Es, por 
así decirlo, hipercomploto, 

b) La godelización permito representar por fórm éticas las ex- 
presiones ela ttóticos, por ejemplo, expresiones que hable ton de la de- 
mostrabilidad o indemostrabilidad de fórmulas aritétl 












Paso 1: La relación de demostrabilidad. — Atendernos a 
ciones entre fórmulas aritméticas, por ejemplo, la que - entre una su- 
cosión de fórmulas, %, y la fórmula Y cuando X es una demostración de Y. 
En la metaaritnética (sintaxis de la aritmética) esto podrá exprosarse así, 
por ejemplo: 


(6) DXY. 


Por la godelización, X, que es una demostración, 
por un número de Gódel, n, a Y, que es una fórmula, por ES m. La 
lación metaaritmética D entre la sucesión de fórmulas X y la fórmula Y 
será entonces representable en le aritmética por una ión 
con un simbolo relacional, D, y los números A y sm: 


Dnm. 


de esas rela- 


















$ “D' es una 
. La fórmula 


"Dnmí es propiamente un enunciado; no tiene 
constante, el nombre de una determinada relación arit 
que esquematiza enunciados de ese género (enunciados de e a 
es la fórmula aritmética 


Cn Dxp. 





Hay que tener bien presente, porque ello es esencial para la demostra- 
ción, que (7) y todas las fórmulas que obtengamos de ella en su mismo len- 
guaje son fórmulas aritméticas, no metaaritméticas, LD es una relación arit- 
mética entre números, como pueda serlo la divist! s la relación 
aritmética que medía entre dos números, x € 2 
número de Gódel de una demostración de Í 
Gódel es y. Por eso al decir que “Dey' es una “1 
hablamos laxamente; “Day representa más bien rit . a vna afir- 
mación metaaritmética de demostrabilidad, Peso "Day a lo ánico que 
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afirma es la existencia de la relación aritmética D entre x e y. La distin- 
ción entre lenguaje y metalenguaje está pues respetada en fórmulas como 
“Dxy. 

La siguiente fórmula 
(8) r= UxDxy 


es entonces la fórmula aritmética que representa la afirmación metaaritmé- 
tica: “la fórmula cuyo número de Gódel es y es indemostrable”, Literal y 
aritméticamente, por sí misma, (8) dice: 'no hay ningún número, x, tal que 
x esté en la relación D con y. 


Paso HI: Construcción de una fórmula aritmética indemostrable en el 
cálculo. —Sea b el número de Gódel de una fórmula. Supongamos que esa 
tórmula contiene la variable “y, cuyo número de Gódel es en nuestra 
Tabla I 9. Entonces, con una notación que ya hemos utilizado en otros 
contextos, escribiremos 


[b/9] b 


para indicar el número que resulta de b al sustituir, en la expresión facto- 
rizada de éste, la cifra del número de Códel 9 por la cifra del número de 
Gódel de “b”. En vez de la cifra del número de Gúdel Y diremos más bre- 
vemente: la cifra 9, “[b/9] b' puede entenderse también como una des- 
cripción. 

Según esto, la fórmula 


(9)  HxDx[y/9) y 


puede parafrasearse por: “no hay ningún número, x, tal que x esté en la 
relación D con el número que resulta de sustituir, en la expresión factori- 
zada de y, la cifra “9 por la cifra del número de Gódel de “y”. (9) es por 
tanto la representación aritmética de la siguiente afirmación metaaritmé- 
tica: “es indemostrable en el cálculo la fórmula cuyo número de Gódel 
resulta del número de Gódel y, al sustituir en la expresión factorizada de 


5, > 


éste la cifra “9 por la cifra del número de Gúdel de “y”. 


Dos observaciones para precisar el significado de esa notación: a) hablamos 
de “cifras” porque una sustitución es una operación que se realiza sobre expre- 
siones escritas; lo que se sustituye son pues simbolos, en este caso nombres de 
números, Cifras, y no los números, que son conceptos, entidades abstractas; 
Db) si en la expresión factorizada del número y no aparece la cifra “9”, [y/9]y es 
naturalmente el mismo y. 


(9) es una fórmula de nuestra aritmética expresada en el cálculo de 
predicados. (En realidad, no lo es tal como está escrita, pues en nuestro 
vocabulario básico no está el símbolo “Y, ni tampoco hemos introducido 


EL TEOREMA DE INCOMPLETUO DE 195 





2 éste por definición. Pero su definición no ofrece ni ifoenltad con 


“A y “a, “Y es una abreviatura de 


AAAAMAAA5A , 





expresión que efectivamente pertenece a nuestro cálculo de predicados, y 
que tiene el número de Codel 


E — gi. quí. Si E “1 + 10 4 ¿3u Ñ yal > ¿gi ON ¿DATA 





Puesto que es una fórmula de la aritmética form 5 en el cálculo de 
predicados, (9) tendrá su número de Gódel, Sea n ese y% - Para expre- 
sarlo en forma factorizada, llamemos Y a zo de Cádel de la cifra 
“Y, d' al número de Códel de "D” y “f al número de Códe! del simbolo 7. 
Como vamos a necesitar usar estos números de Gódel no calenlados, y aun 
otro, los reuniremos en la siguiente 





747 


Fan 





AS 


Tábia IL — Números de Códel 

















: da a EcÓ 
Simbolo ¡ Número de Cádei | 
IA, isis 
1 
¿ 9 | 8 : 
D | d 
E F ¡ 
a | e ¡ 
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Entonces el número de Gúdel de (9) es: 
(10) n= 08.316.358. 7d. 118. 1314. 179. 30/- 937.99U 





Basándonos en la fórmula (8) vamos a construir ahora ota fá 
mética, (11), que sólo diferirá de (9) en que, en el lugar de la var 
que aparece en (9), tendrá una concreta cifra, Y esa 0 
samente 'r”, la cifra del número n. La fórmula es p 


(1) «dxDaln/8l sn. 











e 





(11) es una fórmula aritmética que dice: “no hay ningún 
que esté en la relación D con el número que resulta de 3 
pr csión factoriz ada de n, la cifra “9 por la cifra del 
de * n”, (11) representa por tanto la afirmación me “es indemas- 
trable en el cá heno] la fórmula cuyo número de Códel, Pr Gl, resulta de n, 
al sustituir, en la expresión factorizada de éste, la cifra “9 por la cifra del 
número de Gódel de “n”, 

Nos interesa ahora saber cuál es esa fórmula la 2£ 
demostrabilidad en el cála lo está representada 















:, en la ex- 
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n de cuya in- 
por (2). IT lmoemos, para 
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abreviar, X a esa fórmula. (11) representa pues en el cálculo la afirmación 
metalógica: “X es indemostrable en el cálculo”. 

Para averiguar cómo es Á podemos construir su número de Gódel en 
expresión factorizada. Como sabemos, el número de Gódel de X resulta del 
número n, sustituyendo, en la expresión factorizada de éste, la cifra “Y por 
la cifra del número de Gódel de '”'. En la expresión factorizada de n (que 
es (10) ), 9 no aparece más que dos veces: como exponente de la cifra 17 y 
como exponente de “31, Llamemos *£” a la cifra del número de Gódel de 
“7. Entonces la expresión factorizada del número de Gódel de X, m, es: 


(12) m= [n/9]n = 2 -316.-53-7d. 115. 131%. 17019237. 2915. 310, 


Pero ahora resulta que m es el número de Gódel de una fórmula que ya 
conocemos, a saber, de (11), como debe comprobar el lector por inspección 
de (11) teniendo en cuenta las Tablas 1 y 1Í de números de Gódel, 

X es pues (11). Consiguientemente, (11) es la representación aritmética 
de la afirmación metaaritmética; la fórraula (11) es indemostrable en el 
cálculo”, 

Es muy importante comprobar que (11) no tiene el defecto de estructura 
del enunciado causante de la paradoja de Epiménides, a pesar del pare- 
cido entre este enunciado y (11). Pues (11) no afirma de sí misma que es 
falsa, ni que es indemostrable. Lo que afirma, como fórmula aritmética 
que es, es que no hay niogún número, x, que esté en la relación aritmé- 
tica D con el número m. Y como la relación D es aritmética, aquí no hay 
ninguna mezcla de niveles lingiúísticos, como en la paradoja de Epiméni- 
des, cuyo enunciado, al afirmar falsedad, hace una afirmación metalingiis- 
tica. Sólo en el metalenguaje sabemos que m es el número de Códel de (1D). 
En el cálculo mismo, no lo sabemos, ni podemos, por tanto, hacer ningún 
uso de esa circunstancia. En cambio, en la paradoja de Epiménides el 
mismo enunciado paradójico contiene—es-—la afirmación de falsedad, 
(11) no es una afirmación de indemostrabilidad, sino que representa una 
afirmación de indemostrabilidad hecha en otro lenguaje. 

Vamos a ver ahora que (11) es indemostrable en el cálculo, que no es 
un teorema de la aritmética formalizada en el cálculo de predicados. Su- 
pongamos que lo fuera. Entonces, es también un teorema del cálculo la 
afirmación aritmética que dice: hay al menos un múmero, x, que está en 
la relación D con el número sm; esa afirmación aritmética representa, en 
efecto, la supuesta verdad metaaritmética gue acabamos de sentar: (11) es 
demostrable en el cálculo”. Así pues, si (11) es un teorema, si (11) es de- 
mostrable en el cálculo, lo es también 


AxDxam, 
o, más detalladamente 


(13) HdxDx[n/91n. 
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Pero (11) y (13) juntas constituyen una contradicción. Esta contradicción 
se ha producido por admitir que (11) es demostiable, Por tanto, como el 
cálculo de predicados debe construir de modo que sea consistente (ésa 
es nuestra condición de partida, ). (1) no puede ser un a 
una fórmula demostrable en él (en la aritmética formulada en él). 

Ahora bien: si a pesar de ello (11) es una fórmula verdadera, quedará 
demostrado que la formalización de la aritmética en el : > de predi- 
cados es incompleta. 

















Paso EV: La fórmula (11) es verdadera. — La verdad lóci 
implícitamente establecida por las consideraciones del Pas 
la pena volver a estabiecerla aquí explícitamente: eemo la formalización 
de la aritmética en el cálonlo de predicados ticne 
toness vale la afirmación metaaritmética (11) es in 
es un teorema del cálculo”, afirmación metalógica que 
teorema en el cálculo una fórmula que da lugar a una contradio 
inconsistencia del cálculo. Pero (11) es precisa: e la reprosont 
mética, en el cálculo, de esa verdad Eno 
dera a pesar de no ser un teorema. Consecuent: 
la aritmética en el cálculo de predicados es inco 

Lo importante de este Paso iY es que la ergumo ÓN por la cual se 
establece la verdad de (11) es una argumentación metalágica respecto de la 
formulación de la aritmética en la lógica de predicados. 











ión, a la 
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go as es verda- 
la formulación de 






















Este resumen de la marcha de la argumentación de í ios una variante 
de la esquematización de la versión de j. B, R: (1936) dada por E. Nagel 

y TE. Newman en 1958, La el difesencia está en la construcción y 
EE de expresiones descriptivas como n/9]a 





68, Sobre la significación del teorema de inco tad de Gádel para 
la teoría de la ciencia. — El teorema de incompletud de GáSdol enseña por 
de pronto que toda formalización de la arism lo de predi- 
cados es incompleta. Como el cdo de predicados, sin Braitación de 
orden, es el algoritmo lógico más potente, puede decirse, de un modo más 
general, que toda forma vé ; 

Pero el intento de ic de la aritmética se Y 
puramente lógicos. Vinos ya que desde la teoría de <: ws de Cantor, 
y luego por obra de Frege y Russell y Whitehead, el concepto de número 
natural se construye con la idea lógica de elase o conjunto (cfr, cap. XIV); 
también veremos que puede construirse también con ayuda 2 la idea 
puramente lógica de relación (cfr, cap. XV). Con 
completud de la formalización de la aritmética es una tacomplo 
irumento formalizador mismo, o sea, del algoritmo * , De 2quí que el 
resultado de Gúdel pueda entenderse también así: el rálenlo de predicados 
es incompleto. (Todos estos resultados se entienden con la condición de 
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nuestro punto de partida, a saber, que el cálculo de predicados es con- 
sistente.) 

La lógica de predicados sin limitación de orden es aquella en la cual 
se intenta (sin éxito) formalizar la deducción para cualquier tipo de co- 
nocimiento que sea al menos de la complejidad de la aritmética. Y por 
debajo de la complejidad de la aritmética debe haber, puede pensarse, 
muy poco conocimiento teórico de interés. De aquí que, aún más laxamente, 
el teorema de Gódel haya podido entenderse también en el siguiente sen- 
tido filosófico: la lógica es incapaz de formalizar la deducción necesaria 
para fundamentar definitivamente cualquier conocimiento de algún interés 
teórico. 

Por este camino de interpretación cada vez más laxa y vaga del teorema 
de incompletud de Gádel, algunos filósofos han legado a afirmar que el 
resultado de Gódel demuestra “el fracaso de la lógica” o hasta “el fracaso 
de la razón”, Estas afirmaciones carecen de fundamento, como puede verse 
por las siguientes consideraciones. 

En primer lugar, lo único que demuestra el teorema de Gúdel es que 
resulta imposible conseguir un conjunto de axiomas y un juego de reglas 
de transformación que suministren todas las verdades formales expresables 
en el lenguaje de la lógica de predicados. Esto, naturalmente, no excluye 
que los criterios logicoformales en particular, y los criterios racionales en 
general, sigan valiendo. Ellos son los que se aplican en las argumentaciones 
metalógicas que resultan necesarias por la incompletud dei cálculo mismo. 
En principio, las fórmulas verdaderas indemostrables en un cálculo a partir 
de los axiomas del mismo pueden demostrarse metalógicamente con los 
mismos “criterios lógicos”, como se hace, por ejemplo, en la argumenta- 
ción de Gódel (cfr. Paso IV de 67). Claro que la demostración metalógica 
planteará a su vez el problema de la incompletud del razonar metalógico 
mismo: también en ese metalenguaje habrá verdades indemostrables, que 
serán demostrables en el metalenguaje de ese metalenguaje; y así sucesi- 
vamente. El proceso es, desde luego, ilimitado. Y ello muestra que el 
programa o ideal algorítmico, en el sentido de calculización de toda de- 
ducción, no es realizable. Pero eso sólo quiere decir que el sistema formal 
no se contiene ni se justifica nunca totalmente a sí mismo. Lo cual puede 
ser acaso molesto para filósofos idealistas como Platón, que crean en la 
autosuficiencia del mundo de los abstractos; pero no para un racionalismo 
como el aconsejado por la práctica de las ciencias, el cual debe ver en la 
experiencia con el mundo real la justificación de las formaciones abstrac- 
tas, justificación siempre provisional y relativa. 

En segundo Jugar, el hecho de que la lógica misma haya descubierto y 
demostrado los límites o la inviabilidad de una realización universal del 
programa algorítmico en su forma clásica, es más bien un éxito que un 
fracaso de la actividad capaz de tal resultado. El resultado mismo significa 
que el pensamiento racional puede saber cuáles de sus actividades son 
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algoritmizables, ejecutables (en principio) mecánicamente, y cuáles no: 
cuáles son, como suele decirse, trabajo racional m cánico, y cuáles traba-. 
jo racional creador. Fracaso del pensamiento es más bien la situación en 
la cual el pensamiento no sabe cuál es el alcance de su acti , tomo suele 
ocurrir, lo sea de paso, a muchos Elósotos, 

En tercer lugar, debe observarse que la incor un cálculo ló- 
gico tomado en toda su dimensión no excluye la comp i : par- 
ciales contenidos por él. Es, por lo pronto, completo el cáleulo ico ele- 
mental, es decir, el formado por el cálculo de sae os y el de prerlica- 
dos de primer orden. Pero además -— y esto es lo más nie en la 
práctica — es posible construir en forma de cálculos completos partes de 
la lógica de predicados de orden superior. 

En cuarto lugar, por le que hace a la aritmética 
varse que los enunciados cuya indemostrabilidad estahi 
ción de Gódel no son del misma estilo, por así decirlo, que los teoremas 
clásicos de la aritmética, los cuales se refieren a opc 22 con: números 
y son los realmente utilizados en la aplicación a otras ciencias o a la técnica. 
El enunciado (11) de $7 se parece, en efecto, muy poco al teorema de la 

escomposición de los números en factores Pros, por ejempo, Para estos 
teoremas de tipo “clásico” —o sea, para toda la parte “útil” do la aritmética 
(y de las disciplinas matemáticas basadas en « ella, señalad o el álgebra 
clásica y el cálculo infinitesimal) —se han construido cólenios (sistemas) 
que dan de sí todos los teoremas interesantes, 

Por último, también puede conseguirse una ciorta comp 
de predicados en general, aunque pagando por ella el ; 
ambigúedad semántica del cálculo, pues el sistema pe 
terpretaciones no primariamente deseadas. Este último punto, establecido 
por L. Henkin (1947, 1950), no va a interesarnos aquí, poro deho tenerse 
en cuenta cuando se considera la significación del teorema de Gódel para 
la teoría de la ciencia, 
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69. El teorema de incomplotud de Godel y el programa d Herb, — 
En el capítulo HI (cfr. 18) se peta ió que el pro de > E bert, que 
hemos interpretado como versión moderna del viejo ideal : o, tenía 
propiamente otra finalidad: conseguir una seguridad rca de 
la solidez de los fundamentos de la matemática, enmmpe por sos de la 
aritmética. El deseo de Hilbert era conseguir esa s onsbuyendo 
en el seno de la matemática clásica una demostración lo su propia con- 
sistencia. El teorema de Gódel mucstra que tembién eso es imposible: 
que es imposible demostrar la consistencia de la matemática (propiamento: 
de la aritmética) en su mismo lenguaje. 

El teorema de Godel, tal como lo hemos estudiado, 
mación 
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(4) si la aritmética e tente, entonces es inco 
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(La condición de que fuera consistente fue nuestra condición de partida.) 
Vamos a buscar una representación de esa afirmación metalógica en el 
cálculo, en la formulación de la aritmética en la lógica de predicados: que 
un sistema es consistente, quiere decir que no toda fórmula de su lenguaje 
es un teorema del sistema; por ejemplo, que al menos la fórmula “p” o la 
fórmula “- p” no es un teorema del sistema. De aquí que la consistencia 
de un cálculo pueda expresarse diciendo que no todas las fórmulas del 
lenguaje de ese cálculo son teoremas, Para una aritmética formalizada en 
el cálculo de predicados, esa afirmación metalógica puede representarse 
en el cálculo mismo, mediante la relación aritmética D, por la fórmula arit- 
mética: 


(5) (y xDxy, 


que dice: no para todo número de Gódel, y, hay un número de Gúdel, x, 
tal que x esté en la relación D con y. 

Por otra parte, la incompletud de la aritmética formulada en el cálculo 
de predicados (de la aritmética formalizada) puede representarse también 
en el cálculo por una fórmula aritmética, que es precisamente (11): 


an = 3xDxin/9]n. 


Según esto, la representación de la verdad metalógica (14) en el cálculo 
es la fórmula aritmética 


(16) e (yiIxDay > HxDx[n/0]n. 


Podemos tomar (16) como una fórmula válida, pues es la representa- 
ción aritmética del teorema de Gódel. Ahora bien: sabemos que (11) no es 
demostrable en el cálculo. Y como (11) es el consecuente del antece- 
dente (15) en la fórmula válida (16), entonces tampoco puede ser demos- 
trable (15), ya que si lo fuera lo sería también su consecuente (11), por 
una aplicación de R£ a (16). Luego (15) no es demostrable. Pero (15) es la 
representación aritmética de la afirmación de la consistencia de la arit- 
mética formalizada en el cálculo de predicados. Por tanto, la afirmación 
que representa la consistencia de la aritmética no es demostrable en la 
formalización misma de la aritmética en el cálculo de predicados, con los 
meros instrumentos lógicos de esa formalización. 


Capíruno XUL 


DECIDIBILIDAD EN LA LÓCICA ELEMENTAL 


EN 
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70, Decidibilidad de la légica de enunciados, 
tencia de la lógica elemental nos se ervimos de una inter 
gica de enunciados basada en la noción aristotélica de e 
tico (cfr. 62). Un enunciado apofántico es una formoc 
tiene que ser verdadera o fajsa. De esa noción inftrió Frego q 
dos pueden ser considerados como nombres múltiples de dos 
los valores verdad y falsedad, Y y F. El conjunto (V, E 
esos dos valores, da según esto todas las intorps n ! 
enunciado (considerado. globalmente) en el universo del «Hecurso 

adecuado. De acuerdo con ello hemos trabaja ade ya con u 
interpretaciones, £í, de las siguientes caracteristicas: 









a) las fórmulas atómicas de la lógica de enunciados : 
en el campo finito de objetos VE 

b) el valor de cualquier fórmula molecular « 

uunciados queda enfences determinado para ca 


las tablas definitorias de los funciores veritativos. 


He aquí un ejemplo de esa determinación: si la fórmula 


(0) prog 
se interpreta asignando a “p" el valor Y y a yl el valor E, la tabla de “y 
da para (1) el valor Y, 

Ahora bien: una verdad formal es una tórmula vo 
interpretación posible. Desde el punto de vista 16 
tenga sentido hablar de verdad” y de “verdad forma 
posibles quedan limitadas 4 un universo del discurso que so 
ciones tradicionalmente lógicas, como ns de verdad y fol 
temente, podremos decir que una fórmula de la sto 
una verdad formal si y sólo si es verdadera para toda 
en el campo de valores (Y, E), que constituye el único vr 
relevante. 
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Apliquemos esta reflexión a la fórmula (1) para ver si es o no es una 
verdad formal. Las interpretaciones posibles de (1) son cuatro: 


1 p=W, q =YV,; 
21 p=W, q =YE; 
31 p=Y*F, q =V; 
4 p=F,q=Y. 


La tabla de “Y, nos indica que (1) es verdadera para las interpreta: 
ciones 1.1, 2,%, 3,2, pero falsa para la 4.* Consiguientemente, (1) no es una 
verdad formal, 

Lo que acabamos de hacer ha sido decidir acerca de la fórmula (1), 
sin intentar siquiera demostrarla, o demostrar su negación. Esto permite 
preguntarse si será posible generalizar el procedimiento de decisión para 
cualquier fórmula de la lógica de enunciados, en cuyo caso ésta sería no 
sólo conmpleta, como hemos visto, sino, además, decidible. 

Tal es el caso, en efecto, como puede hacerse plausible por la siguiente 
consideración: ninguna fórmula atómica de la lógica de enunciados será 
una verdad formal, pues para una de sus dos interpretaciones posibles 
será falsa, En cuanto a las fórmulas moleculares, el número de simbolos 
contenidos en cualquier fórmula que se nos proponga será finito. Además, 
por la definición de “fórmula de la lógica de enunciados”, esa fórmula 
habrá sído compuesta enlazando fórmulas atómicas mediante functores 
veritativos. Podremos examinar la fórmula propuesta partiendo de sus 
componentes moleculares mínimas, llamando así a aquellas que no con- 
tienen a su vez componentes moleculares. Las tablas definitorias de los 
functores nos suministrarán los valores de esas componentes moleculares 
mínimas, Esos valores resultarán a su vez enlazados por functores. Las ta- 
blas de éstos volverán a darnos unos valores para las componentes molecu- 
lares medias de la fórmula. Así llegaremos a una situación en la cual 
tendremos los valores a los que se aplica el functor principal de la fórmula 
propuesta (o los functores principales de la fórmula propuesta). La tabla 
de ese functor (o de esos functores) nos dará el valor de la fórmula en 
cuestión, Así pues, dada la finitud del número de simbolos de toda fórmula 
de la lógica de enunciados, y dada la finitud del campo de objetos (V, Y), 
único relevante para la interpretación, todas las fórmulas de la lógica de 
enunciados ticnen que ser decidibles. 

Esa misma argumentación de la decidibilidad de la lógica de enuncia- 
dos resume la técnica más corrientemente usada para decidir acerca de 
Tórmulas de la lógica de enunciados. 


71. La téenica de las tablas veritativas. — Un ejemplo como la decisión 
sobre (1) en 70 suele presentarse del modo siguiente: 











DECIDIBILIDAD EN LA LÓGICA ELEMED 2.03 
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En las primeras colummas (erspezando por la jzquie se registran 
ios valores posibles de las componentes atómicas de la f 
estudia, En las columnas sucesivas se van registrando dos valores Ste 
tantes para las componentes moleculares mínimas y 1: : 
bución de valores entre las componentes atómicas. En la cohmmna Anal 
se registran los valores resultantes para la fórmula que se «puíere decidir, 
En el ejemplo de la Tabla 1 no había fórmulas mole 
medias diversas de la fórmula a decidir, Pero sí las hay en el siguiente 
ejemplo: 
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La fórmula (2), según nos informa la Tabla 11, es una verdad formal, 
una fórmula verdadera para cualquier interprotación lógica — cosa que 
sabíamos, pues la tenfamos demostrada como teoren (TELA). 

El número de interpretaciones (valoraciones) y para cada fórmu- 
la dentro del sistema de interpretaciones $ es del número de 
variables que contiene. Para une fórmula con pde en junelado 
hay 2" composiciones de valores, Para no olvidarse d 
tiempo buscando las que faltan es conveniente, cuanr 
letras de enunciado, seguir siguna regla práctica en la dist 
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valores; la siguiente, por ejemplo: cn la primera columna (empezando 
por la izquierda) se alternan los valores Y y F; en la segunda columna, 
un valor se escribe dos veces seguidas, y luego el otro también dos veces 
seguidas (2 veces), empezando por el mismo valor con que se haya empe- 
zado en la primera columna, por ejemplo; en la tercera columna, un valor 
se escribe cuatro veces seguidas, y luego el otro también cuatro veces 
seguidas (22 veces); en la cuarta, ocho veces seguidas cada valor (2% veces) 
y así sucesivamente lista la columna n (27 veces seguidas cada valor). 

La técnica de las tablas veritativas sirve también, naturalmente, para 
decidir acerca de la consistencia o la contradictoriedad de fórmulas. La 
Tabla 1, por ejemplo, muestra que la fórmula “p vq” es (semánticamente) 
consistente, puesto que tiene algún modelo, aunque no sea una verdad 
formal, Y la, Tabla 11 muestra que 


(3) [prglalpreqleo =p 


es una contradicción, 








Tata HU 
P 3 prg lpv=g| lpvglalpveqil =p (3) 
y y V y v F F 
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72, Reducción del número de las funciones veritativas diádicas. — 
En 31 (cap. V), al presentar las funciones veritativas diádicas, se definieron 
las 16 funciones de esa categoría, designadas entonces con las notaciones 
4 Fis. Pero sólo se estudiaron fa, que es y, fa, que es —, $10, que es >, 
y fia, que es A. La razón por la cual se prescindió de las demás es que todas 
ellas son expresables mediante las cuatro funciones veritativas diádicas 
que hemos usado (y que son las de Principia Mathematica), junto con la 
función monádica —. listo es cómodo de ver con la ayuda de tablas veri- 
tativas. Las funciones cuya reducibilidad a —, v, A, > y + tenemos que ver 
som: fa, fa, fa, Lo, Fes Fe, o, fu fro» fra fa5, J1o- A continuación se indicará para 
cada una de esas funciones una posibilidad (no la única) de expresarla 
por algunas de nuestras cinco funciones, Se añadirá una equivalencia que 
expresa esa reducibilidad, Mediante una tabla puede decidirse del carácter 
de verdad formal de cada una de esas equivalencias. 

Casos aparte constituyen las funciones f, y fis. f2 puede expresarse por 
cualquier verdad formal de dos variables, por ejemplo, por Tp> ql > 
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> [q > pl. fi puede expres 
vato: por ejemplo, Tpvgla o 

La función f fe, utilizada por 4. Church 
mediante >”: 


(4) [lp fe q] e [q pl. 
La función f;, introducida por Shefer: mediante A y “y; 
(5) lpfigdeosprog 
La función fp: mediante Y, /, “al; 
(6) Ipfsql<=>pwvlga- ql. 
La función f.: mediante “a, A y “ws 
(0 lpfqle [I-pagl y [par gl. 
La función fa: mediante A, Y y Ca: 
(8) Ipfegle lpaqlriopagl. 
La función fp: mediante , Y y “8; 


(a) ed ii de 








"4 


La función f1, que podría llamarse “heterovalencia”: con "”, Y y “a: 


> 


(10) [pfuglo [pa=glvi-pagl. 
m y “a: 


La función fis: por medio de * 
(10 lphaglo paro 

La función fis: por A” y UA 
(12) Ipfisql qa p. 

La función fis, usada, como f;, por Shefler: por “a” y “a”: 


(13) lphsql S-PArn 2. 





Reducción de las cinco funciones verita 
unas a otras. — Al hablar de formas norma e 
(cfr. 56, 57) vimos que, con la ayuda de las leyes de De Morga: 
(TE13), de la ley de doble negación (TE1), y de lo 
es posible prescindir de los functores > y => 
funciones correspondientes pueden expresars: 
Y además, que no es necesario a a la vez con * 
dos, siempre que se disponga además de “... 





a 
de eonuncl ados 


aEsS 








206 LAS LIMITACIONES DEL CÁLCULO LÓGICO 


Pero, a la inversa, también es posible prescindir de “a' y “v' y expresarlos 
por medio de “* y >", como puede verse decidiendo mediante una tabla 
acerca de las siguientes equivalencias, que son verdades formales: 


(14) prq o [-p> ql. 
Por las leyes de De Morgan podemos obtener de (14) 
(15) lapa [pq]. 
De (15): 
(16) ao fopangio [op>qgl o 
(17) =pargo=[=p>ogl 


En resolución: para construir todas las fórmulas de la lógica de enun- 
ciados con funciones tomadas de las cinco de Principia Mathematica basta 
cada uno de los tres pares: 


a) mn Y 
b) em, Az 


> 


Reducción de todas las funciones veritativas diádicas a las funciones 
de Sheffer. — Por último, la discusión que hicimos a propósito de las fun- 
ciones fis y fy muestra que, igual que es posible reducir fis a — Y A, y 
f¿ a — y y, es también posible reducir — y A a fis, y = y va f5 Mas como 
los dos pares — y A, => y Y bastan cada uno de ellos para expresar todas las 
demás funciones veritativas diádicas, eso quiere decir que tanto f,5 cuanto 
fs bastan, cada una por sí sola, para expresar las cinco funciones veritativas 
de Principia Mathematica, 

fs, conocida con los nombres de “función trazo de Sheffer”, “negación 
alternativa”, 'inconjunción” o “incompatibilidad”, se simboliza por *]” (trazo 
de Scheffer) y ha tenido importancia en la teoría lógica. Su tabla es 


| V F 
A vo 
F | Y V 


La función trazo sólo da el valor Y cuando sus dos argumentos son ver- 
daderos, y en los demás casos da el valor Y. Con ella se define la negación 
basándose en la siguiente equivalencia: 


(18) peoplp. 


(18) puede parafrasearse intuitivamente diciendo: 'p es falsa cuando es 
incompatible consigo misma”. La siguiente tabla justifica la equivalencia 























1 
V Al F | F i Y 
E ¿ y Y ll vV 
Fo | E O. 
La fórmula 
(19) pvqelpiplilgidl 
da la reducción de y a |, y puede comprobarse por la st: 
Taba Y 
: j ! F TE a O 1 
q o ¡elp | gla | irlp/ilala] pvg ii (19 


u<ma< | 











“Z 


(19) puede parafrasearse intuitivamente así: “disyunción es incompati- 
bilidad de negaciones”, 
La función A se reduce a | según la equivalencia 


(20) paqelplg pia 
que puede parafrasearse diciendo: “conjunción es negación d 
tibilidad”. 

Puesto que con la función trazo de Sheffer pueden co 
ción, la disyunción y la conjunción, puede también con 
demás funciones veritativas diádicas. Lo mismo vale de la Ev 
simbolizaremos por “W/”, y cuya tabla es 


co 
so 
S] 
0) 
3 
a] 
£ 











N/ i Y y 
— 
Vi F F 
¡ 


vltános 
“nf del 





Se la suele llamar negación conri 
e “indisyunción. Es una buena esquematizac 
lenguaje común, *p W/q' puede leerse: “ni p ni 
Las funciones ÍN AA son o ss 





: reducen el 
Pero en la 





14, — INTRODUCCIÓN £ LA LÓGICA 
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práctica son de uso incómodo, pues las fórmulas escritas con estos functores 
son largas y poco legibles. Por ejemplo, una fórmula tan corta como 


(21) p>3 


entendida según la definición p > q" a: =p y q, requiere ya once man- 
chas tipográficas (sin contar los corchetes) para su expresión con el trazo 
de Sheffer: 


(22) [lpip11lp1p1] 1919. 


Por esta razón, cuando interesa más operar con el cálculo que hacer 
consideraciones teóricas, es costumbre conservar las cinco funciones verita- 
tivas de Principia Mathematica. 


| y V permiten interesantes reflexiones especulativas. Esas funciones, las úni- 
cas que son, cada una por separado, suficientes, representan formas de negación 
(alternativa o conjunta). La negación parece pues ser una operación lógica muy 
elemental. Por otra parte, son negaciones diádicas, a las que se puede reducir la 
monádica. 


73, Uso de las formas normales como técnica de decisión en la lógica 
de enunciados. — En lo que precede se ha apuntado un parentesco entre 
la normalización de fórmulas de la lógica de enunciados y la técnica deci- 
soria de las tablas veritativas. Con las tablas se justificaba la prescindibili- 
dad de ciertos functores de los que también se prescinde al establecer 
formas normales. Vamos a ver ahora que la normalización de fórmulas de la 
lógica de enunciados puede entenderse a su vez como un procedimiento 
de decisión. 

La forma normal conjuntiva (de Sehróder: mención que omitiremos para 
abreviar; cfr. 57) es útil para decidir si una fórmula dada es o no es una 
verdad formal. Si la forma normal conjuntiva de una fórmula, X, presenta 
en cada disyunción componente principal de la conjunción una componente 
atómica afirmada y negada, entonces la fórmula es una verdad formal, 
puesto que cada una de sus componentes es formalmente verdadera (es una 
versión del principio de tercio excluso). Por ejemplo, el teorema (TE14). 


(23) [p> q) > [lg > 1] > [p > +11, 
una forma normal conjuntiva del cual, establecida en 57, es 


(24) Inpyrvpyglaloprrvpverlalopryrrvoqvrgla 
Aj prrveqwve ri, 


es una verdad formal, pues cada una de las disyunciones componentes prin- 
cipales de la conjunción es una versión del principio de tercio excluso, con 
“p”, con “q o con r. No es, en cambio, una verdad formal 


, 
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(25) prgor, 
cuya forma normal conjuntiva, tal como la establecimos en $7, es 


(26) Inprrvqlaloprre —qglaloqurvpla da 







(26) no tiene ninguna componente principal que sea form 
Y basta con que una no lo sea para que tampoco lo sea la conjun 

La forma normal disyuntiva es sobre edo útil para £ 
una fórmula dada es o no es consistente. Será inco 
conjunciones componentes principales de su forma norm mal « di 
sentan una misma componente atómica afrmada y nogoda, / 
fórmula 





(27) e llpo qe geo pl, 
tiene una forma normal disyuntiva 


(28) [panraraglvipao ratas p]yvÍprrntiog aqlv 
[parar q ac pl, 

en todas cuyas conjunciones hay una componente atómica negada y no ne- 
gada. Todas esas conjunciones son falsedades formales, contradicciones 
formales. Por tanto, también lo es (28) y, consiguientemonte, (27). ((28) se 
obtiene de (27) por (TE31), (TE13), (TES) y (TE11)). 

En cambio, la fórmula (25), “p vq >, que, como homt 
forma normal conjuntiva, no es una verdad en no es 


5 
e 
ES 
E 
2 





(29) [=parqlvlrasglv [par] vr 


Ninguna de las conjunciones ia de la disyu nolón es una falsedar 
formal, Consiguientemente, ni (29) ni (25) son falsedades s. (25) es 
Pues consistente, (29) munstra cuáles son las interpretar las cuales 
es verdadera (25): que “p” y “9 sean ambas falsas; que “4 verdadera 
y q falsa; que “p” sea falsa y “Y verdadera; que “7 , con im- 
dependencia de lo que sean “p” y “y”, 


Ej 








14. Decisión abreviada por “reducción al absurdo”, — No siempre es 
necesario establecer toda una tabla veritativa o normalizar una fórmula 
de la lógica de enunciados para decidir acerca de ella, La práctica personal 
desempeña, naturalmente, cierto papel en esto. Entre a las “Senicas 
rápidas que se han propuesto para decidir acerca de férraulas de la lógica 
de enunciados de un modo abreviado, la más convín es s la q onsisto en 
reducir al absurdo la hipótesis de que una deter fórmula no es una 
verdad formal, Al reducir esta hipótesis al absurdo, se muestra s que la 
fórmula es una verdad formal, He aquí un ejemplo del uso de este expe- 
diente. Para mostrar que la fórmula 











al 


JR 


(30) paga q 
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es una verdad formal, empezamos por admitir la hipótesis de que no lo sea, 
Anotamos “Y” debajo de su functor principal: 


paq > 
F 


Si no es una verdad formal, la fórmula tiene que sex falsa, por lo menos, 
para una interpretación (si lo es para toda interpretación, entonces además 
de no ser una verdad formal es una falsedad formal). (30) no tiene más que 
una interpretación que la haga falsa: interpretar el antecedente como ver- 
dadero y el consecuente como falso. Hacemos (mentalmente por lo común; 
si hay que hacerlo por escrito, es bueno numerar los pasos del análisis) las 
anotaciones correspondientes: 


paq >q 
P Primer paso. 


V F Segundo paso. 


El resto del análisis consiste en ver si es posible esa interpretación, Por de 
pronto, ella nos exige dar el siguiente tercer paso: 


paq>q 
F Primer paso. 
V E Segundo paso, 
F Tercer paso. 


En cfecto, “q” ha quedado interpretada ya por F en el paso segundo, 

Pero el antecedente de (30) es una conjunción. Tiene que ser verda» 
dera según la hipótesis de que (30) no es una verdad formal. Y para que una 
conjunción sea verdadera, tienen que serlo todos sus componentes. listo 
nos impone un cuarto paso y, con él, el final del análisis de (30). Lo repeti- 
remos integro: 


PpaG>q 
F Primer paso. 
V E Segundo paso. 
F Tercer paso. 
Y V Cuarto paso, 


La hipótesis lleva a una contradicción en la columna de q”. “q” tiene 
que ser a la vez verdadera y falsa para que valga la hipótesis, Consiguien- 
temente, la hipótesis es inconsistente, está “reducida al absurdo”. (30) es 
una verdad formal, 


75. Decidibilidad de las expresiones monádicas de la lógica de predi- 
cados, — La decidibilidad de la lógica de enunciados se extiende a toda 
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expresión de la lógica elern e que sea reducible a unn forma isomoría 
de la de las expresiones de Ea gica de enunciados. Este es el caso de las 
expresiones monádicas de de leia de predicados, Nos haromes cargo de 
ello realizando una adecuada transformación de las Jas Hodidicas 
de la lógica de predicados de primer orden. 

En primer lugar, prescindiremos del cuantificador “E” con arreglo a los 
teoremas (TP24)- (TP27), e escribiendo (x)Y en lugar de Hxol, 1) en 
lugar de Uv, “= (1 en lugar de Ha y "(29 en lugar de “Uv”, 
Según esta primera transformación, el axioma 48 de HB, por ejomp! 












(3D Py > UxPx, 
se escribirá 
(Sa) Py > (1) Px, 
Una fórmula como el axioma AS de HB, 


(S2a) (OPx=>?Py, 





no queda afectada por este primer paso de la transí : en SuIso, 

En segundo lugar, y provisionalmente, haremos que en la fórmula no 
aparezca más que un símbolo variable individual. Más adelante nos libe- 
raremos de esta limitación, pero, de todos modos, se chscrvará que este 
resultado se puede obtenez mediante a permitidas en HIB por 
las reglas Raz y Re. Para (31la) y (322) obtendremos, resportivamen i 
giendo couvencionalmente a “x' como variable única: 


(31b) aa (a) Pr 
(32b) (OPx->Px, 






Luego prescindimos de la variable individuel. Esta tens 
NA 
MS 








dría tener consecuencias indeseables si la fórmula iuiot: 
unificadas, es decír, en la forma b, con sólo 2) no E 
reconstruible a partir de la nueva trasformada s 
(Slb) y (82b) se reconstruyen inequívocamente a 
respectivamente, si se conviene, como resulta nai mente impuesto por 
los pasos dados, que, siendo cualquier símbolo ricas ie ! 0 para 
el “relleno” de (31c) y (320) cuando se quiera volve las b, todo 
relleno se hará con x: 


(3Lc) Pxoriio?, 
(322) (IPSE. 





El último paso que queremos dar en estas trasformac 
q 


prescindir de los generalizadores. Pero este paso sí que tendrá cfectos no 
deseados, por lo que exige, para evitarlos, la introducción de alguna me- 


3 
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dida de precaución. En efecto, si suprimimos simplemente los generaliza- 
dores obtenemos: de (310) 


(31d) P-=>P (pasando por P>m Pr; 
y de (32c) 
(32d) P=>P. 


(31d) y (32d) muestran que hemos perdido la diferencia entre AS y AS. 
Esa diferencia se ha perdido porque fórmulas como ()Pv” y “HxPx” han 
quedado ambas trasformadas en lo mismo en que quedan trasformadas 
fórmulas sin cuantificar, como “Pa”; es decir, han quedado ambas identifica- 
das con esta última. Esta identificación es la que hay que evitar, porque 
ella comporta la identificación de ()Px" con “AxPax”. Lo que hay que evi- 
tar es, más precisamente, esta última identificación. En cambio, la identifi- 
cación de “(1)Px" con “Px' no es objetable en HB, pues ya varias veces 
hemos visto que si en HB vale una fórmula sin cuantificar, como “Pa”, en- 
tonces vale también (x)Px". (Demostración por RAya, Byx y R$ en cap. VÍL, 
46, por ejemplo.) Lo que hay que evitar es, pues, la identificación de “HxPx" 
con “Px” y, consiguientemente, con “(x)Px. Para conseguirlo vamos a in- 
troducir una convención muy poco natural, pero práctica. La convención 
se basa en la distinción entre negaciones que afectan a cuantificadores y 
negaciones que afectan a predicados, Para las segundas vamos a usar el 
simbolo que en aritmética se lec “menos”, o sea, -——-, antepuesto, como *-, 
al símbolo negado. '—' tendrá la misma tabla que “”, y es nombre de la 
misma función: de *—' valen los mismos teoremas que de “-”. Pero, con 
objeto de poder reconstruir fórmulas particularizadas, convendremos en no 
hacer nunca uso de la ley de doble negación para simplificar en fórmulas 
composiciones de * con “—, sta convención es una restricción, pero sólo 
notacional: la ley de doble negación vale, naturalmente, para composicio- 
nes de *" y '—, que nombran la misma función. Y la aplicaremos para 
computar valores de composición de ** y “—. Pero no haremos uso de 
ello escribiendo *P” en vez de “1 -—P”, como, en cambio, escribiremos *P” 
en vez de Po de *——P. 

Con esta convención, la supresión del generalizador en (31c) y (32c) nos 
da, respectivamente: j 
(Ble) Pomo P, 

(32€) P=>P. 


La expresión (32e) recoge la identificación de “(1)Px" con “Pa. Esto con- 
lleva, naturalmente, la imposibilidad de reconstruir inequívocamente, por 
ejemplo, (32a) a partir de (32c). Esa imposibilidad puede considerarse irre- 
Jevante por la reflexión que ya hemos hecho, y por esta otra: la imposibi- 
lidad en cuestión impone el abandono de toda fórmula monádica que se 
presente sin cuantificar, y la adopción en su lugar de la misma fórmula, pero 
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generalizada. Esto es incrensial desde el punto de * 
vimos antes, Pero también lo es desde un punto des vista somán 

nificación; fórmulas como “Pa” son semánti s, por ambi- 
guas. Si esa fórmula debe entenderse “al pie de la letra”, es decir, si Y 
está de verdad tomada como variable, entonces se quiere decir que cual. 
quier cosa es P; y esto se expresa más perfecta e inequívocamente por 
“PX. Si, en cambio, la fórmula no puede tomarse “al pis de la letra”, 
porque se quiere signiñcar con ella que algo es Po que un O 
objeto innominado es P, entonces las expresiones ineg; 
tivamente, (HxPx” y “Pa, siendo “4” una constante ! 

o una descripción, como por ejemplo: “el objeto 
estoy pensando”, 

Ási pues, eliminar de entre las fórmulas 
fórmulas sin cuantificar, además de no ser nada 
de vista sintáctico del cálculo, es, desde el punto 
razonable que puede hacerse. 

De acuerdo con este abandono de fór 
“P” significa en todo caso a partir de ahora (y en el prose 

(GDPX, o ses, Ex Px; —P significa e Pr, o Hgo? Px: "—P sig- 
nifica (a) Pa, a  HxPx; consiguientemente, la = nm -—P de 

E es sentadas hasta 
a pS de 
dde sin 
rinb! es sia nt: 


zo, de sig- 





XMSNonta 














1, TOSPOL- 
Nom bre, 


do en el que 


cont texto) 











aquí permiten pues la reconstrucción de las fé: 
las transformadas, con dos pérdidas inesenciales: la 
variables individuales y la presencia de fórmulas con v 
car, 

Ahora bien: como fruto de ese juego de convenciones de transformación 
notacional y semántica, hemos llevado las fórmulas AS y AS au 
isomorfa de la de expresiones de la lógica de enunciados: 
la que pueden aplicarse las técnicas de decisión de ésta, per ejemplo, la 
de las tablas veritativas (con la anomalía notacional de des functores para 
la misma función, 2 y —). La decisión sobre 4% y 548 es tan sencilla 
que no vale la pena sa estubl ecer las tablas correspon: i 
ejemplo un poco más interesante: la decisión sobre el 


que ya conocemos con el nombre de “Darapt”: 


























ES 


(33) (MlPx> Ox] a (O [Px > Rx] a HxPoe > Mx[ Rx a Qu]. 


Su transformación según las anteriores convenciones da 





(33a) (OlPx => Ox] a 60 [Px => Bal aro (x)  Px oo“ (a) [Rea Qx]. 


(330) (HE >O la (HP S>Bla()—P 2 (IBA OQ] 
(33€) [P=>QlalP> BElao—P>o—[RaQl 


Para (33e) puede construirse una tabla veritativa en la e 
dicho, — se trata como “.: 





no queda 
A 
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(338) 











| 
| 
¡ 
| 
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> > po» aj bh op 


P>R¡P>QlalP> Bao —P IRAQ) o —I[RAQ] 
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PQ! 
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Por último, para liberarnos de la restricción de co car ama sola va- 
riable individual, podemos hacer lo siguiente: empezaremes por observar 
que las letras predicativas P, O”, ete. de la tabla anterior se han usado en 
realidad como letras de enunciado, *P” significa el enunciado 'Px” (que equi- 
vale a su cuantificación universal), y análogamente las dem sto Benito. 
dada una fórmula cualquiera de la lógica predicativa mo utilizar 
un diccionario o serie de correspondencias convencional, como el siguiente, 
por ejemplo: 


Px:p 


0x:q 
Bx:? 












Representando así las fórmulas predicativas monás por letras de 
enunciado, las tablas tendrán el mismo aspecto que las de la légton de enun- 
ciados. Ahora bien: esto sugiere una ampliación de este método de dioccio- 
narios para evitar la restricción de no usar más que uma varinhlo. La amplia- 
ción consiste en tomar en nuestro diccionario letras de on: do diversas 
para representar fórmulas predicativas monádicas con 1 individua- 
les diversas, aunque estas fórmulas tengan el mismo sim edicativo, 
Todas las demás transformaciones se practican como antes, Así, por ejem- 

E 
plo, dada la fórmula 











ly) [Py > O] (uy [Py > Qal, 


3 


empezamos por establecer el diccionario convencional 


Py:p 
Qx:q 


Por las demás transformaciones obtenemos sucesivamente; 
ey) 0 [Py > Ox] > (0 e GO ¡Py > Ox]. 


Aquí aplicamos el diccionario, y obtenemos: 


sa 


Y) 0 lp ql >) - lp >a 
e lp>gl > —[p>ql 


La tabla de esta última fórmula se computa de acuerdo con las reglas 
dadas para *— y las normales de “, 

Observaremos incidentalmente que la anterior tras 
eliminación de cuantificadores, suministra una nueva notrol 
presiones de la lógica de predicados de primer orden. HafPx a Quí”, por 

ejemplo, podría expresarse por “Hx[P a Q]x, una vez que hemos admi- 
tido la composición de predicados mediante functores y ivos, Esta no- 
tación, que expresa muy directamente el análisis vorf ona] de 
predicados compuestos, es pos aca pero la usa a 


los principales autores, como E. Carnap. 


formación, con o sin 
para las ex- 





















Sección segunda. —EL ALCANCE ANALÍTICO DEL CALCULO 
LÓGICO 


CArtruLo XIV 


LÓGICA DE CLASÉS 


76. El álgebra de clases. -—— Entre las varias razones por las cuales las 
limitaciones algorítmicas del cálculo lógico no anulan la utilidad del mismo 
se encuentra la siguiente: el algoritmo lógico que ya conocemos es suscep- 
tible de ciertas reinterpretaciones — dos de las cuales estudiaremos en esta 
sección, caps. XIV y XV —que hacen de él un instrumento apto para el 
análisis de contextos diversos, o sea, para la aplicación a diversos univer- 
sos del discurso. ln este capitulo vamos a considerar la primera de las 
dos reinterpretaciones aludidas, la cual da lugar a la llamada Jógica de 
clases”, 

La lógica de clases comprende, entendido en un nuevo universo del dis- 
curso, todo lo que comprende la lógica de predicados monádica. En ésta 
es posible distinguir dos partes: la lógica de enunciados y la lógica predi- 
cativa monádica propiamente dicha. Análogamente distingubiemos dos ni- 
veles de análisis en la lógica de clases: uno, el más elemental, al que Ha- 
maremos “álgebra de clases”, que es el nombre tradicional, dado a este 
cálculo por Boole; otro, más complejo, al que llamaremos “lógica general 
de clases” o, simplemente, lógica de clases”. 

El álgebra de clases es una reinterpretación extensional de la lógica de 
enunciados. Consideraremos fórmulas atómicas del álgebra de clases. En vez 
de las letras de enunciado usaremos para ellas letras minúsculas griegas, 
como “a, “Bl, “y, etc. Esas letras representan clases, no valores veritativos 
o enunciados. “Clase” es el término lógico que corresponde al matemático 
“conjunto”. Una clase es una colección de objetos cualesquiera. En el tra- 
tamiento de una clase se prescinde de la naturaleza concreta completa de 
sus miembros, u objetos que la componen, y del orden en que se presenten 
dichos miembros. 

Interesa ahora aclarar qué ocurre con los functores en la nueva inter- 
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pretación. En la lógica de enunciados, los se nctores son ver! 
nen enunciados moleculares a partir de Y 
lo mismo, representan funciones “de valores verit: 

En el dlgebra de clases los functores de € 
moleculares de clases a partir de símbolos de clases, o lo que es slo mismo: 
representarán funciones de clases a clases. Pero es claro que si nos limi- 





5, COMPO- 
j o ci o, lo que es 
' veritativos. 














mitamos 2 eso, no podremos construir nunca ent o clases. 
Y un álgebra no contiene sólo símbolos para componer con objotos, 


sino también Otros para A enunciados con de objetos. 
El álgebra elemental, por ejemplo, no sólo permite 20 mbres com- 
puestos a partir de otros nombres, como el nombre (4+-b'a partir de los 
nombres € y “b, sino también enunciados sobre los objetos nombrados, 
como, por ejemplo, y. con esos mismos nombres: 4a= Y, 0 “a > E 
En la lógica de enunciados que, como vemos, también pucdo enten- 
derse como un álgebra, esto no plantea ningún problema por la excepcional 
circunstancia de que ya los objetos mismos son enunciados (o valores 
veritativos, que son valores de enunciados). Pero éste no es el cazo en lógica 
de clases. Por eso será conveniente tener, además de * os de clases 
a clases, de funciones que compongan clases con clases, también funciones 
de enunciado, de clases a enunciados, que compongen enunciados (sobre 
clases) con nombres de clases. 
Los functores de clases a clases comúnmente usados son: 
1, *—, que corr respondo a y, más precisamente, al —- que usamos 
en 73. Se lee “complemento de. — a se lec: la cinzo complemento 
de la clase a”, o, más brevemente, ei: o de a. 
2. “U”, que corresponde a “Y, y se lee: suma (0 rennión) de. “a U fl 
se lee: “la clase suma (o reunión) de las clases « y £”, o, brevemente: 
“suma (o reunión) de a y £. 
3.2 “01, que corresponde a “4”, y se lee “producto de” o “intorsección de. 
“4 N £' se lee: “la clase producto (o intersección) de las clases « y E”, 
o, brevemente, “producto (o intersección) de « y E”. 
No es necesario que, para completar la analogía de esta álgebra de 
clases con la lógica de enunciados, busquemos fumotoros de clases corres- 
pondientes a > ¿de er, ol tenemos los tres Corz i 


























quier función diádica, pa son qe y : nies para ex- 
presar cualquier función aiádica de clases, —— « U puede, por ej jemplo, 
entenderse como la clase-Mecha de «a Ai By eun [2 U aj 
como “la clase-doble-fecha de « y £' (cfr, ( ES0) y (TESD) del cálculo de 
enunciados, y las tablas de valores más adelante). 
Los functores de enunciado (sobre clases), o functores de clases a enun- 
ciados, que se usan comúnmente son: 
4.+ *C”, que corresponde a "> y se e 
lee: la clase a está incluida en la 
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5.2 “=, que corresponde a “«+> y leeremos 'es igual a. 'a= £” se lee: 
la clase « es igual a la clase £”, o “u igual £”. 


“E y =" componen pues enunciados sobre clases con símbolos de clases, 
mientras que —, “U” y “M' componen símbolos de clases con símbolos de 
clases. Pero *C” y '=” no son los únicos functores de enunciados utilizables 
en álgebra de clases. También son útiles los funetores veritativos de la 
lógica de enunciados, para componer enunciados sobre clases a partir — no 
de clases, como ocurre con los functores “C" y “=" sino de enunciados 
sobre clases. En la siguiente fórmula, por ejemplo, se hace uso de functores 
de clases a clases, functores de clases a enunciados y functores de enun- 
ciados (sobre clases) a enunciados (sobre clases): 


(0 leCcglalgcrn3al> [ac y nal. 


(1) es una versión del “principio del silogismo”: “si la clase a esta incluida 
en la clase 8, y la clase 8 está incluida en la clase intersección de las 
clases y y 3, y N 8, entonces la clase « está incluida en la clase y NS. 

Tenemos, en resumen: 

A) símbolos de clase atómicos, que corresponden a las letras de enunciado 

de la lógica de clase. Son los símbolos variables: e, PB, Y... 

B) símbolos constantes, functores, que corresponden y duplican a los de la 
lógica de enunciados: 

1.* functores de clases a clases: —”, “U* “Mm, 

2. functoros de clases a enunciados: “CE? “=, 

3. functores de enunciados a enunciados: (LW, a, a, e, 

La construcción del álgebra de clases como una reinterpretación de la 
lógica de enunciados deja sin alterar lo estructural o formal de ésta, pues 
la duplicación del uso de Jos functores no introducirá ninguna posibilidad 
de composición de valores que no sea isomórfica de las de los functores 
veritativos. Por eso el álgebra de clases debe tener las mismas propiedades 
lógicas que el cálculo de enunciados. Señaladamente, será decidible, y le 
serán aplicables las técnicas decisorias de la lógica de enunciados (todas 
ellas basadas en la de las tablas). Mas para que le sean aplicables esas 
técnicas, es necesario definir los functores de clases a clases y de clases 
a enunciados mediante tabías de valores. Sólo así, en efecto, se podrán definir 
valores para los enunciados sobre clases. Por ejemplo: no sabemos qué 
valor veritativo (V o F) puede tener el enunciado 


(2) angCa 





si no sabemos antes qué valores atribuir a a N fyaay £. 

Ahora bien: la definición de los functores en la interpretación normal 
de la lógica de enunciados se establece mediante los valores V y Y, atri- 
buidos a los argumentos de aquellos functores. Es claro que no tiene direc- 
tamente sentido decir de una clase que es verdadera o que es falsa. Nuestra 
interpretación de la lógica de enunciados para hacer de ella una ¿álgebra 
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de clases exige la elección de dos po que se comporten respecto de los 
functores de clases a clases como Y y F respecto de los f 
vos, pero que teugan sentidos en el (pertenezcan al) 1 
de las clases, Convendremos en la $ Esa rcinterp 








a sea una 
que AS la 
, 


sente una dais a la e cuál perte tenczcan todos los ab 
clase universal; ejemplo puede ser la clase de las 
propiedad Ser-o-no-ser-terrestres, Y una clase tendrá 
simbolizaremos por “Y, cuando sea una clase nula, una 
miembro, como, por ejemplo, la clase de las cosas que MHenen la peopied: lad 
Ser-y-no-ser-terrestres. 

Con esos valores, las definiciones de las funciones de : 5 
mediante tablas tienen el siguiente aspecto, isomorfa del de las tablas de 
las correspondientes funciones verifativas: 





a clases 











Tanta 1 
A 
PEA A 
poe TA 
A 
i Í ¿ 













Lectura: si a es una clase Y , g£ntonces su coma 


si e es una clase nula, entor ces su complemento 








TABLA ll 
po | 
LE 

l eN 
+ | E 
E 












«e UU £ es una clase 
noos a U £ es una 


Lectura: Ísi x, 9 É, o ambas son Ei uniys es 
universal; si « y £ son amabas clases nulas, 
clase nula, 

Taba 11 











SS pa E 
cn | + 2 l 
E E 
pagel cal 0 | 
1.0 | 0 0 i 
¡AA Lal 





Lectura: si a, o 8, o armhas son clases nulas, entonces « M £ es vna clase nula; 
sia y £ son ambas ciases univorsa entonces a f1£ es una clase 
universa?. 
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Las funciones veritativas, o funciones de enunciados a enunciados, no 
pueden aplicarse a + y 0, sino sólo a valores veritativos. Pero las funcio- 
nes C y ==, funciones de clases a enunciados, tienen aquí un papel media- 
dor: ellas se aplican a + y 0 y dan valores veritativos a los que a su 
vez pueden aplicarse funciones veritativas: 





Tanta IVY 
al + 0 
dl V F 
0 V V 





Lectura: 'el enunciado 'u C £” es falso si y sólo si « es universal y $8 es nula; en 
cualquier otro caso de los cuatro considerados es verdadero”, 








TabLa Y 
= + 0 
+ V F 
0 F NA 





Lectura: “el enunciado 'a == $” es falso si a es universal y £ nula, o si y es nula 
y Bes universal; en los otros dos casos considerados es verdadero”. 


Con estas tablas, las de las funciones veritativas y unas reglas de for- 
mación adecuadas, se puede decidir de cualquier fórmula del álgebra de 
clases: 

A) si representa (a) una clase nula, o (b) una clase universal, o (c) una clase 
ni universal ni nula, para toda posible distribución de valores, 

B) si es (d) una verdad formal, o (e) una falsedad formal, o (£) una fórmula 
consistente. 

He aquí algunos ejemplos de decisión: 
la fórmula 


(3) aU-—«a 


representa una clase universal para toda distribución de valores, como 
puede verse por la Tabla VI, en cuya última columna no aparece más que 
el símbolo “+”. 
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Tanta Yi 








e [ee h ele y 
E E ] 
0 E 











Diremos de una clase así que es formalmente univezs 





abandonaremos este modo de hablar. 


La fórmula 


(4) 20 —«a 


representa una clase formalmente nula: 














| 0 | 9 
i 4 

0 i + | 0 
LL. - LN 











La fórmula 


(5) «UB 


representa una clase que no es formalmente universal ui fo 


Tania VER 














loa | s [oval 
| 18 | i 
AE EN 
A E E | qe uE 
A O 
TS i 

9 0 [| 9 3 
i | 
CM AE A 

La fórmula 
(8) a NB=—a«U—E8 


es una falsedad formal. 


10 





pu 
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La fórmula 
(0) eNngsCcaU£ 


es una verdad formal: 











Tania 1X 
a B | eng “UE ! (1) 
| peas | y 
0 5 | 0 A V 
de o [0 + ol y 
0 0 $0 o [| Y 
| 

















También es una verdad formal la fórmula 


























(8) [aC pla [8 Cy] > [2 C < 
Taba X 
y B Y Lac BC y la CéTAÍEC y] LC y (8) 
ER: O A | 
+l+i+bv y y E ME 
A a E O v v vol v 
0 0 ++ V V V Y V 
2 + 03 V P P P Ey 
0 =|- 0 | V E P Vy v 
+ 0 0 E V F F y 
0 0 ol V xl V v y 




















Considerando esas nociones elementales del álgebra de clases se apre- 
cia su pobreza como instrumento para el análisis de un lenguaje cientifico 
en el cual se hable de clases: el álgebra de clases no permite referirse a la 
relación que media entre un Objeto y una clase de la que es miembro. 
Esa relación, que se llama “pertenencia”, se simboliza por “e. Esta insu- 
ficiencia reproduce una que ya vimos en la lógica de enunciados respecto 
del universo del discurso propio de ella: del mismo modo que la lógica de 
enunciados no permite analizar la estructura de los enunciados atómicos, 
así tampoco el álgebra de clases permite analizar la estructura de las clases 
tomadas como sillares para componer otras. Para superar esa limitación 
del análisis, que tiene varias consecuencias, apelaremos a la lógica de 
predicados (monádica). 
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77. La lógica general de elases. — La relación entro la : de clases 
y la lógica de predicados moná ado cá puede aclararse desde el punto de 
vista de la teoría del conocimiento: un enunciado predicativo monádico, 
como 


(9) Juan es alto, 





puede entenderse de dos modos: uno intensional, según el cual (9) signi- 
fica 


(10) juan tiene la propiedad de ser-alto; 


y otro extensional, según el cual (8) significa 
an Juan es un miembro de la clase de las cosas llnmodas “altas”, 


La distinción tradicional entre la comprensión y yl 
predicados (de los “conceptos”) se relaciona directament 
(cér. 13): todo predicado monádico tiene asociada a 
clase. Por eso pueden reducirse las expresiones predicativas monédicas a 
simbolos que representen clases, que es en realidad lo que hicimos en 73 
al mostrax la decidibilidad de 1 la parte monádica de la a de predica- 
dos. La lógica de predicados monádica es, pues, la parte del cáleulo lógico 
más adecuada para obtener, mediante una oportuna relotorproteción, una 
lógica general de clases. Utilizaremos en ella toda lo que necesitemos de 
la notación de la lógica de predicados, para definir los conceptos elemen- 
tales de la lógica de clases. Volveremos incluso a definir los fnnctores de 
clases a clases y de clases a enunciados, con oe. de consirmiirlos te- 
niendo en cuenta la relación de pertenencia, cosa que 3 hacer en 
el álgebra. 

Ántes de proceder a esas definiciones con ayuda de los simbolos de-la 
lógica de predicados, vamos 4 introducir una notación propia de la 1 Jésica 
de clases, a saber, la notación de abstracción de clases, El : 
ción” nos es ya conocido ea un contexto filosóbico (elr, espiiela 13 
en un contexto formal (cfr. cap. 1V). Este último nos i sa procisar un 






































L 
poco ahora: en 28 hablamos de “abstracción funcional” 7 designar la 
operación por la cual se construye una función lógica a + de determi- 
nadas formaciones lingúísticas, Análogamente pueden cons clases, 










como acabamos de decir, a partir de expresiones monádicas de la lógica de 
predicados. Por ejemplo, dada la iórmula “Pa, “se la dese 
de las cosas que son P. Llamaremos “abstracción 

A ella nos hemos venido en realidad y refiriendo en 
mento. La notación es la siguiente: una expresión 


(12) 2[X], 


puede con 





en la cual “Y es una variable 
una fórmula de la lógica de clase 
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predicados monádica también), se leerá: la clase de los objetos 1, tales 
que satisfacen a X”. Los miembros de esa clase son los objetos cuyos nom- 
bres, usados como interpretación de la variable y cu X, hacen verdadera 
a ésta. La justificación del término “abstracción” en este contexto es obvia 
desde el punto de vista de la teoría del conocimiento: pues los objetos en 
cuestión serán siempre algo más que meros “satisfactores”, por así decirlo, 
de X, Por tanto, al considerarlos sólo desde ese punto de vista, se hace 
abstracción de cualquier otro comportamiento suyo, de cualquier otra pro- 
piedad suya. Otra lectura más breve y frecuente de (12) es: la clase de 
los x tales que X”, Diremos que la variable Y está ligada (como si estuviera 
cuantificada) en £ [XY. Estas expresiones se llaman “abstracciones” o “abs- 
tractos”, y el simbolo * puede llamarse “abstractor, Otra notación fre- 
cuente equivalente a X[XT' es “x s[XJ' (Es claro que si X no contiene 
a “Y la abstracción es “vacia”: no define ninguna clase porque la clase 
en cuestión estará ya definida de otro modo. Pero es bueno no excluir la 
posibilidad de escribir la notación incluso en ese caso.) 
Ejemplo: la expresión 


(13) í [x es personaje del Quijote] 


representa la clase construida por abstracción de (o la clase asociada a) la 
propiedad Ser-personaje-del-Quijote; o, más simplemente, la clase de los 
personajes del Quijote. 

Con esa notación de la abstracción de clases, podemos proceder a las 
siguientes definiciones: 


(DCI4) —a mari lo zea). 


Lectura: “el complemento, — e, de y es la clase de los x que no son miembros 
de a. Más literalmente: Ta clase complemento de « es la clase de 
los x tales que x no es un a. Obsérvese que no es necesario escribir 
'xen' entre paréntesis para negarla, es decir, que no es necesario es- 
cribir  (xe0). No hay confusión posible acerca de lo negado por 
£, pues ” es un functor veritativo, sólo aplicable a enunciados, y 
ni Y ni 'xé son enunciados, tienen valor veritativo, sino sólo “xed, 
Observaciones análogas valen para las definiciones siguientes. 


(DC15) a UB=a rica vxel. 


Lectura: la suma de a y B es la clase de los x que son miembros de a. o son 
miembros de £ o son miembros de ambas a y £. 


(DC16) aN Ba ilxeaaxe Bl. 





Lectura: “el producto de « y 8 es la clase de los x que son a la vez miembros 


de « y de £, 
(DCI) aCB or laca ox BT. 
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Lectura: “el enunciado “a está incluida en £ > 
ciado “para todo x, six es un e, entonces es un £”, 





(DC18) a—= Bor mía rare al. 
Lectura: “el enunciado “e igual 8” equivale por definición al : 
todo x, % es un u si y sólo six es un £”. 





La identidad individual puede definirse del modo si 
expresión del “principio de identidad de los indiscor : 
Leibniz. Según este principio, puede llamarse idénticas” a las cosas que 
no se pueden discernir (separar, distinguir), porque pertenecen a las mis- 
mas clases: 









(DC1O) a=Yy Se alxea e y e al. 


Con (DC18) y (1DC19) tenemos definidas la ident 
identidad de individuos. Esta justifica el uso — que ya hs 
sin justificarlo — del símbolo =p para definiciones Ema E 
mos enunciados, seguiremos usando, como hasta ahora, “Sal 
de enunciados, que generalmente se obtienen ent E los ema 
ciados. En cambio, cuando definamos clases nuevas a partir de clases ya 
conocidas — por ejemplo, una clase a diciendo que es la elaso BN T—, 
usaremos a entre pos nombres de esas clases, que son pro 
letras sin entrecomilla 

Se observará que (DCIS) y (OCIO) son expre 
es decir, que corresponden a fórmulas de la lógica « 
gundo orden. (DCI8) tiene símbolos de clase en pos 
predicado diádico “=%. (DC19) tiene cuantificado un > | 
símbolos de clases corresponden a simbolos predicativ ivos. Ask, por. ejemplo 
la expresión del “pr incipio de identidad de los indise ” en lógica de 
predicados es: “pueden considerarse idénticas las cosas que tienen las mis- 
mas propiedades”: 


















ES 


(20) Tay a (BP) Pax > PyT” 


La diversidad entre individuos puede definirse del modo 





(DC2D) mx y a ale ar ye al. 
Y la diversidad entre clases de individuos: 
(DC22) a E Sy Halxe aa xe Bl. 


(DC21) y (0022) so traducen a la lógica de predicados por (23) y (24) ros- 
pectivamente: 


e 


(23) “o Lai as EP LEX A Pyl 
(24) IP O sra Ex Pa a ro Qu], 
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También (DC21)-(24) son expresiones de orden superior (concretamente, 
tal como están escritas, de segundo). 

La traducibilidad de las expresiones de la lógica de clases a expresiones 
de la lógica de predicados monádica, y viceversa, que acabamos de ver 
en los ejemplos (DCI9)-(24), permite obtener teoremas de la lógica de 
clases con los métodos de cálculo de la lógica de predicados. En particular, 
para todos los teoremas obtenidos al estudiar la lógica de predicados hay 
teoremas análogos de la lógica de clases, Por ejemplo, el teorema de la 
lógica de predicados (TP18), 


(ly > Pa] e [Py > (5)Px1, 


suministra el teorema de la lógica de clases 


(TC25) (Míiyea>srx:alo [yea >(x)[x< a0)). 
Otras transcripciones; 

(TC26) ()lreal >yea AS: (a)Px > Py. 
(TC27) yea > 3Halx e a] : AG: Py ->HxPx. 


El teorema de la lógica de predicados (YP16) puede llevarse a una 
forma algebraica: 


(TP16) (Ml[Px >“ Qx] a (09 [Bx >Px] > (13 [Rx> = Qx]. 
Una primera traducción nos da: 


(Dlxca>xe fla (x) [rey >r12 al > (x) [rey > 
>xefBl. 


fórmula que, por la definición (DC17), nos da el teorema del álgebra de 
clases; 


(TC28) a C—pBayCa>yC-—B. 


78. Clase nula y clase universal. — La escasa capacidad analítica del 
álgebra de clases se nos puso de manifiesto en 76 por el hecho de que con 
aquellos medios algebraicos no era posible tomar en consideración los miem- 
bros de clases. Esto tiene una consecuencia importante: que para poder 
definir las funciones de clases por tablas de valores tuvimos que suponer 
que toda clase “atómica”, sin analizar, es universal o nula, Éste no es, na- 
turalmente, el caso siempre en un normal discurso sobre clases. Por eso 
en el álgebra tuvimos que introducir una expresión que ahora vamos a 
abandonar: allí hablamos, en efecto, de clases “formalmente nulas” y “for- 
malmente universales”. 


LÓGICA DE CLASES 227 







Cuando una clase es lo que entonces amamos fommalmento nula”, cuan- 
do en todos los lugares de la última columna de su tabla va el simbolo 


Y, es que carece de miembros “para dalquis int roro n” de las 
clases que la comporta, es decir, careco de miembros por su estructura, 
cualesquiera que sean Jas clases que se utilicen para realizar esa estructura. 
Carece, pues, de miembros, por razones formales. (El ejemplo que vimos 
era el de las cosas que son a la vez terrestres y no-terr ..) Pero una 
clase puede no tener miembros por razones no formales, sino empíricas. 
Por ejemplo: la clase de los reyes de Francia que han zoiondo en la pri- 
mera mitad del siglo xx. Llamaremos 'vacias” a las claros sin miembros 
por razones no-formales. Y “nula” a la clase sin miembros por rarones 
formales, de estructura (de la fórmula o propiedad de que se abstrae). 

En el álgebra de clases tuvimos también que considerar que una clase 
elernental, o sin analizar, que no fuera nula tenía que ser una clase miem- 
bros de la cual fueran todas las cosas. Pero éste tampoco es siempre el 
caso. Por eso distinguiremos también entre clase universal y ; simple- 
mente no-vacías. Por ejemplo: la clase de los españoles es 135 rlaso no-vacía 
sin ser una clase universal. Clase universal es, en blo la de las cosas 
que son terrestres o ne la son. 
























o 








Las clases universal y nula se definen, respectivo ” sigue: 
(10029) V oa dl xl, 
(D0C30) AÁtatimi=xl 


La afirmación de que una determinada clase, «, es no-vacia se simboliza 
por “H lo”, Necesitamos esa afirmación, por e jemplo, + pora conseguir el 
ps 


teorema de la lógica de clases análogo del teorema (1 1P17) (Darapti) de la 
lógica de predicados: 





(EPID CO[Px-> Ox] a (O[Px => Ral a daa > HxiBxa Qu). 
(1C31) aCBadcCya la > ql gn 


ascs a las de la 
culo especial 
ac algoritmo 


La traducibilidad de las fórmulas de la lógica de e 
lógica de predicados hace superflua la construcción de un 
para la lógica de clases. Pero la posibilidad de utilizar un 

















para ambos lenguajes no debe hacer olvidar las dit semánticas 

(propiamente lógicas) entre ambos. Así, por ejemplo, la notación Hla 

significa que la clase o: es no-vacía, que tiene al menos un miembro, Eso no 
q s 


es una afrma- 


equivale a la afirmación de la existencia de la cli 
i son miembros 


ción más fuerte: la afirmación de 1 
de la clase «. Es una abreviatura de la que se pue 
siguiente definición: 








(DCI2) Elda Exlxe al”. 
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Consiguientemente, la negación de 4! «, —H ld, no es la negación 
de la existencia de la clase «, como sugeriría una precipitada traducción 
del cuantificador “Y” de la lógica de predicados. “4H la' significa que a 
no tiene miembros, que es vacía. Y esa negación no equivale a la negación 
de la existencia de la clase x. La clase a puede considerarse “existente” como 
clase vacía, pues una clase es un abstracto, no es simplemente sus miembros, 
Por eso debe distinguirse, por ejemplo, entre una clase a que no tenga más 
que un miembro, x, y este miembro mismo. Para indicar que « es la clase 
que contiene a x como único miembro suele escribirse 


(33) a = (2). 
La definición de la clase ([x) es: 
(DC34) A 


Análogamente se escribe, por ejemplo, si f£ es la clase de los dos únicos 
miembros 2, u: 


B = (z, u). 


La diferencia entre x y (x) puede apreciarse observando que x tiene 
la propiedad de ser micmbro de la clase (x), propiedad que (x) no tiene. 
Según el principio de identidad de los indiscernibles, x y tx) no son, por 
tanto, idénticos. Una clase de un solo miembro es, por ejemplo, la clase 
de los satélites de la Tierra visibles a simple vista. 


72, El principio de abstracción y la paradoja de Russell. — En 77 en- 
contramos expresiones de la lógica de clases que pertenecen al segundo 
orden lógico. Esto ocurre también con el principio que expresa la forma- 
bilidad de clases a partir de expresiones predicativas, llamado “principio 
de abstracción de clases, Sabemos que una clase se constituye abstrayendo 
mediante una propiedad que permite reunir todos los objetos que la poseen, 
Esto es lo que tiene que expresar el principio de abstracción, a saber: que, 
. para toda clase, «, hay una propiedad, P, tal que para todo objeto, x, el 
pertenecer a « es lo mismo «que tener la propiedad P: 


(35) (0) AP (2) [x e a <> Px]. 


Por nuestra experiencia con la lógica de segundo orden, o de orden 
superior en general, podemos temer que expresiones de la lógica de clases 
en las que, como en (35), se cuantifiquen simbolos de tipos lógicos diversos, 
como 'x”, que es de tipo 0, y “e” y “P”, que son de tipo 1, den lugar a la 
paradoja de Russell (cfr. 65). Así es, en efecto: sustituyendo la variable 
predicativa *P” de (35) por la constante predicativa no ser 4”, tenemos: 


(36) (0d (O lreasoxexl. 
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Sino hay ninguna restricción sobre el uso de shmbolos de 
lógicos, (36) vale para todo x. Dicho de otro modo: * 
decir * para todo símbolo de la lógica de clases, cualquiera que sea su tipo 
lógico”. Lo que permite alirmar (86) para el simbolo de la lógica de 
clases “w”, o sea, sustituir en (36) la” por “Y, con lo que. tenemos: 


es 

tos tipos 
> p 

odo « quiere 









(30 C)lrexreo real. 
Esta contradicción es la paradoja de Russell escrita en el leugnaje de la 
logica de clases, 

Consiguientemente, también la lógica de clases tiene emo construirse 
según la teoría de los tipos lógicos, de modo que se prohf 
como xe a”, en la que los símbolos situados a smb 
mismo tipo. Ésto se consigue estableciendo una 
de los simbolos por sus tipos, e introduciendo ez 
de fórmulas y enunciados la prohibición de que sean 
que afirmen la pertenencia entre un simbolo o expr 
que no sea de tipo n-+ 1. 


3 





an formaciones 
de “e” son del 
j sistemática 


de form ación 





E 


lados 











up 





Con estas precauciones o restricciones no ha resulta 
la paradoja de Russell No lo es a partir del p 
clases, puesto que la teoría de la tipos prohíbe la su 


El principio se formulará, por ejen aplo, para el orden ñ: 





xa e» pra], 


(S3a) o que iy) pa 
“Faj' no quiere decir ahora lo mismo que “para todo de la lógica 
de clases, cualquiera que sea su tipo”, sino: para todo > 
la lógica de clases”, Y '*—ix” no es de tipo n, Por tanto, no puede sus 











“ge en el operando al practicar la eliminación de ( Y respecto de Ca 
La restricción, que equivale a prescribir que todas las férm tórnicas 
de pertenencia y identidad de la lógica de clases sean de las. as tipo- 


lógicas 
MT E =2, “y rn Ux, 


no se impone a la inclusión: entre dos clases del mismo o tipo puede haber 
inclusión. Sea, por ejemplo, la clase de los catalanes, y. E : 
los de tipo lógico 9 O representa an in adividuos catalanes. La 2 
nes que viven en el distrito X de Barcelona se Y : 
de tipo lógico 1, pues es una clase de individ: 
clase “e. La clase de los catalanes que viven en 
también por un símbolo de tipo 1, pues es una clase de 


Llamémosla “2”. Podemos definir a y £ del medo st 














(38) a ura lx es catalán a x vive en el distrito i de Barcelona]. 
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(39) B ac i[x es catalán a x vive en Barcelona]. 
y por su parte se define. 


(40) y ar ¿lx es catalán]. 





Con “a, “8” y *f, todas de típo 1, pueden escribirse las expresiones Cu- 
rrectas (fórmulas), que además son verdaderas: 


(41) CEE 
(42) aC. 
(43) Bay 
(44) aang 
(45) aUBC y. 


Pero no son correctas las expresiones 


(46) asf, 
(47) aer, 


pues no tiene sentido decir que los catalanes que viven en el distrito 1 de 
Barcelona sean un individuo miembro de la clase de los catalanes que 
viven en Barcelona, ni un individuo miembro de la clase de los catalanes: 
sino que son subclases de esas clases. 

Si en cambio construimos la clase de todos los grupos de catalanes, 
definidos con criterios locales o geográficos, y la llamamos “3”, entonces son 
expresiones correctas (y verdaderas): 


(48) a Ed; 
(49) pel, 
3 es de tipo lógico 2. 


La teoría de los tipos introduce una considerable complicación en la lógica 
de clases. Pues exige que se definan de nuevo las constantes lógicas para cada 
tipo, En efecto: no es tipológicamente la misma relación e la que media entre 
Ox y *B en 


(50) tretB, 
que la que media entre la y *y en 
(51) ac 


La 'e de (50) simboliza una relación entre individuos y clases de individuos. 
La 'é de (51) simboliza una relación entre clases de individuos y clases de 
clases de indivíduos (clases cuyos miembros son clases de individuos). Así habrá 
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que distinguir entre ambas €, llamando a la pr 
segunda de, Án 


me 
álegimente habrá que volver a del 
MAR, V y “A, y formular el principio de ahstra 
Para evitar la ce cación resultante se ha introducido : 
permita prescindir de la teoría de los tipos sin caer en la p 
La solución más clásica es la iatrodue ción de la idea de y! 
ción del principio de abstracción (Ze rmelo). El pri 
formula como sigue: 










colación que 
ja de Russell 
onto en la formula- 
de abstracción se 


(35b) (0) 3? (0) [xa > Hz fxcerza Poll. 

La existencia de x y la clátisula 'xe z repicient Ñ nrácter de “elemento” 
de x, garantizan que x es una entidad * normaP enfria, que ya perte- 
nece a alguna otra clase cantos” de ser abstraída Ta “clase a e, £ nO es una €n- 
tidad paradójica. La idea de Zermelo, que es antigna, Hono * Versiones 
menos antiguas y alguna reciente, 











30. Algunos ronecptos fundamentales de la m7 10708 Cara 
dinales; pares ordenados. — Siguiendo a Cantor, E cUWVhite- 
head, es corriente concebir los números cord! 5, fue £ sponden en 
la sisternatización general de la aritmética a los númoros os positivo: 
como clases de clases de objetos cualesquiera. Se recordará (cfr. 13) que 
Cantor construyó su teoría de conjuntos, entre otras cosas, pora definir el 
concepto de número cardinal. Cantor define el mí inal de un 
conjunto como el conjunto de todos los conjuntos con dicho 
conjunto. 

Según esa idea, el número cardinal 1, por ejemplo, es la 
las clases coordinables con cualquier clase de un solo : 
clase de todas las clases que sólo tienen un mic 
petición de principio que tiene la definición del : 
construida se disipa si se tiene en cuenta que el adictivo 
en el definiens no representa el concepto técnico del púmero cardinal L 
sino cierta noción intuitiva operatoria. Ál escribir la anterjor defimición del 
número cardinal 1 en ell lenguaje de la lógica de clasos desapareco tipográ- 
ficamente aquella apariencia de petición de principi 




















e de todas 
, O sea, la 
de 
: así 
“ur que aparece 











Lys 
EOS 





Lectura: 'el número cardinal 1 es la clase, él, de todas las 
un individuo, x, de modo que e es la clase 1 
bros es 2, 


es e, teles que hay 
a totalidad de cuyos miem- 


z 


Adoptando, para indicar una clase de 9 miembros, uns notación 


(53) (a, Xa) +... A 





podemos definir cualquier número cardinal según el mismo procedi 
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usado antes para definir el número cardinal 1. He aquí, por ejemplo, la 
definición del número cardinal 3: 


(DC5A) 3 a ú [Ex Hy Hz [a =4x, y, LAT TZYA 
ARIZA Y=2)]]. 


Otra noción de uso fundamental en aritmética es la de par ordenado, 
que sirve, por ejemplo, para definir nuevos números como pares ordenados 
de otros números conocidos. Un par ordenado es, por de pronto, una clase 
de dos miembros. Pero el orden en que se presentan los miembros es preci- 
samente una de las dos características de que prescinde la lógica de 
clases, la abstracción de clases, Por eso el carácter ordenado de los pares 
(o, en. general, de una elase de n miembros) tiene que ser definido y cons. 
truido, Para simplificar la notación suelen usarse paréntesis angulares, 
“< >, para indicar que los miembros situados entre ellos están ordenados, 
según se presentan tipográficamente, en la clase de que se trate, Con esta 
notación escribiremos: 


(DC5S5) <x% yo =a«0%)l2= Ux), dx y). 


Lectura: “el par ordenado <x, y> es la clase z, la cual tiene dos miembros que 
son: la clase cuyo único miembro es x, y la clase cuyos miembros 
son x ey. 


Se observará que si x e y son de tipo 0, el par no ordenado (x, iy) es de 
tipo 1, y el par ordenado <x, y> es de tipo 2 (la clase z es una clase de 
clases de individuos del tipo de x y de y). 

Según el mismo principio se define, por ejemplo 


(DC38) E, iS = 4 0) Pe= 5% > <p sl 


Si. Morfología de la lógica de elases. — En este capitulo hemos prescindido 
de exponer ordenadamente la gramática de la lógica de clases. Nos hemos apo- 
yado intuitivamente en la noción de fórmula ya adquirida en la lógica de pre- 
dicados. La base morfológica de la gramática de la lógica de clases difiere, sin 
embargo, de la morfología de la lógica de predicados de primer orden, única 
para la cual definimos propiamente la noción de fórmula. Aquí veremos breve- 
mente lo esencial de la definición de fórmula de la lógica de clases”, con lo 
que quedará indicado por analogía lo que es una fórmula de la lógica de pre- 
dicados de orden superior. Salvo en la definición misma de fórmula, prescindi- 
remos de repetir los elementos morfológicos que se tomen sin modificación de la 
lógica de predicados de primer orden. Por otra parte, en vez de usar minúsculas 
latinas para variables de tipo O y minúsculas griegas para variables de tipo n > 0, 
usaremos, puesto que nos proponemos indicar el tipo explícitamente, sólo mi- 
núsculas latinas. 

Simbolos elementales o primitivos. — Además de los de la lógica de predi- 
cados de primer orden: 
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a) Los símbolos constantes lógicos €, '=" y **” Us 
CS, Y y “A no hacen falte como símbolos pr puosto que se 
pueden doña por medio de 'e y '*” y los símbolos de la ló gica de predica- 
dos; tomamos de todos modos '==" como simbolo elem tidad.) 
b) Variables y constantes (si hacen falta) de cada tipo, € das por ellos. 
Escribiremos las variables y las constantes con Índices < para indi- 
car el tipo 
c) Llaves, “(P, y paréntesis angulares, <>. 








. (Los 











Piezas morfológicas que no existen en la gramática de la 34 de predi- 
cados son los 

Abstractos. —Si X es una fórmula, entonces X [X] es una expresión nominal 
que se lee la clase de los x tales que X, 

Otro elemento nuevo de la morfología es la dofni de 


Expresión de tipo n: 
1) Una variable *x' es una expresión de tipo 1. 
2) Una constante a” es una expresión de tipo £. 
3) SiX es una fórmula y "a es una variable de tipo n, entonces *% [XY es 

una expresión de tipo n-- Í, 

Definimos por último: 

Fórmula de la lógica de clases: 

L Six” es una variable de tipo n, y "de una constante de tipo A, y e+ig 
una variable de tipo n+ 1, y "+ID' una constante de tipo n + 1, en- 
tonces 

mE Ad, 
Hxg¿nt 1h, 
"ag? e 
*nggr +ib 
son fórmulas atómicas). 
IL Si "a e “y” son variables de tipo n y “a” y *b' son const 


ea 


AA 





es de tipo n, 


entonces 
Me = "9, 
ti "a, 
ram "b 


son fórmulas (atómicas) 





IL. El resultado de sustituir en una fórmula atómica una varic 
por un abstracto de tipo n es una fórmula, 
IV. Si X es una fórmula, EN oK también lo es, 
V. Si X, Y son fórmulas, X w Y también lo es. 
VL Si X, Y son fórmulas, X a Y también lo es. 
WILL Si X, Y son fórmulas, X-> Y también lo es, 
VIH Si X, Y son fórmulas, X «<> Y también lo es. 
IX. Si X es una fórmula, (201X] también lo es. 
X. Si X es una fórmula, H*x[X] también lo es. 
Xi. Ninguna expresión es une fórmula sino en virtud de -X, 


bla de tipo fe 


CapíruLno XV 
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82. Las propiedades poliádicas como relaciones. — Una expresión pre- 
dicativa poliádica, como *Pxy”, puede entenderse de un modo muy natural 
como simbolización de que entro x e y media la relación P. Si “P” simboliza 
la propiedad ser-padre-de, entonces 'Pxy” podría leerse: 'x es padre de y”, 
o sea, 'x está en la relación padre-de respecto de y”, La lectura o interpre- 
tación relacional de las expresiones predicativas diádicas o poliádicas en 
general estaba ya implícita en las reglas de formación de fórmulas del 
cálculo de predicados. Una lectura de *Pxy” que consistiera en la atribución 
de la propiedad P a x e y por separado — por ejemplo: x es padre e y es 
padre' — correspondería en efecto más bien a una fórmula como “PxA Pa, 
pues el predicado 'padre' en esa lectura es un predicado monádico. 

La falta de una teoría general de las relaciones es una de las lagunas 
más importantes notadas en la lógica formal de la tradición, Los razona- 
mientos matemáticos más elementales son razonamientos sobre relaciones, 
que no quedan formalmente recogidos con sólo predicados monádicos, como 
son los de la silogística categórica aristotélica. Sea, por ejemplo, la sencilla 
afirmación siguiente, para cuyo análisis bastaría la lógica de clases: 


(1) Si todos los andaluces son españoles, entonces todos los hijos 
de andaluces son hijos de españoles. 


Al intentar esquematizar (1) con predicados monádicos, hay que hacer 
intervenir cuatro de éstos; “andaluces”, “españoles”, hijo de andaluces”, “hijo 
de españoles”, Esquematizándolos, respectivamente, por P”, O, “S y “TP, 
tendríamos: 


(2) (0) [Px > Qi] > (9[Sx > Tx]. 


(2) no es demostrable, pues no es un teorema formal, no es universalmente 
verdadera, como puede verse construyendo su tabla, o aduciendo ima de 
las muchas interpretaciones que la hacen falsa; por ejemplo, y en el mismo 
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universo del discurso de (1), interpretando “2” por “andaloz, O por “espa- 
ñol”, '5' por “asturiano' y “P” por “extremeño”, 
La situación cambia si se explicita la relación hijo-de, 
o 


Ls mediante el predica la diádico “E”, Entonces la 
de (1) procede así: 


a) esquematización de “todos los andaluces son esp 
(0) [Px > Qu]; 
y) ización de “odos los hilos de auda dS 
5) esquematización de "todos los hijos de andaluces son h 
COGwlPza Ryx > Ox a Byx]. 
Lectura: “si x es andaluz e y es hijo de x, entonces x es español e y es 
hijo de Y, 


able, por 


ant 
ción 











£ 


Según eso, una aceptable esquematización relacional de (1) es: 
(3) (Ol? >Q1) > (iy iPra Ryx > Qx a Ryal, 
Y (3) sí que es demostrable: 


Demostración de (3) 


LID) (0 [Px > Qu] RP 
121) Pu= Qu REO; Ll 
13(3) Pua Roe ¿RP 
149) Pu REA L3 
Lo(3) Rou RE a; L4 
EL6(1, 3) Qu RE =>; 12, 14 
LL, 3)  QuaRou Bla; LO, Lo 
18) Pua Rou > Qu a Rou Ri>; 17 
vlu] 191) (y) l?ua Ryu => Qua Ryu] RI(); L8 
u 1100) (D(MiPza Rya > Ox a Kyx] RI); LO 
L11(0) Ol? > O > GEN ÍPxa Rua > Ri=>; 110, 


«> Ox a Ryax] 


53. Relaciones y clases. — Como hemos visto halo el cpf 
la noción de relación pues obtenerse directamente de la no 
dad poliádica —o ses, mediante una rel re ] 
de la lógica de predicados —, exactamente igual se obte 
cepto de clase directamente del de propiedad : montdi 
embargo, fundar la noción de relación en la de clase, 
rirse no a las intensiones, a los conceptos relacionalo 
nes; en vez de a la intención o concepto padre-de, BO 
sión constituida por todos los pares de objetos 
del otro. 

Esta definición de la idea de relación por la de « 
sistemáticamente por Wiener y Kuratowski) no es 


anterior, 
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En realidad, la idea de relación es, desde el punto de vista de la teoría de 
la ciencia, una de esas nociones fundamentales cuya definición no puede 
tener más que una finalidad técnica, a saber, fijar una significación a algo 
que intuitivamente fundamenta todo pensamiento. Todo el mundo sabe lo 
que es una relación, pues hablar es relacionar: afirmar un enunciado es 
relacionar de cierto modo algunos términos. En 82 demostramos una expre- 
sión relacional sia apelar a la idea de clase. Eso puede bastarnos para 
considerar que la lógica de relaciones es lógica fundamental y no tiene 
por qué basarse necesariamente en la lógica de clases. (Más adelante vere- 
mos incluso que las clases pueden definirse mediante relaciones.) Por eso, 
cuando, a partir de este punto, definamos relaciones por clases — siguiendo 
el uso tradicional -—, acompañaremos a veces esas definiciones por otras 
que no apelan a clases, con objeto de recordar la independencia de la 
lógica de relaciones respecto de la de clases. 

La definición del concepto de relación por el de clase se basa en la 
idea de pares ordenados. Limitándonos, como haremos frecuentemente, a 
las relaciones diádicas, sé entiende así por relación (diádica) la clase de los 
pares ordenados cuyos miembros hacen verdadera cierta expresión predi- 
sativa diádica. Esto es lo que expresa la siguiente definición: 


(DR) R —af í Y [Rxy). 


Si nos inspiráramos fielmente en la notación de la lógica de clases, 
podríamos introducir minúsculas griegas para representar relaciones, dejan- 
do las mayúsculas latinas como predicados poliádicos “neutros”, por así 
decirlo, o sea, sin interpretar relacionalmente. Con ello (DR4) tendría el 
siguiente aspecto: 


(DRáa) 9 =ar £  [Rxy]. 


Pero la costumbre de usar las mayúsculas latinas para representar rela- 
ciones está ya definitivamente arraigada, y también la seguiremos aquí. 
Tanto (DR4) cuanto (DRúa) se pueden leer: “R (o g) es la clase de los pares 
ordenados <x, y> tales que Ray; más brevemente: la clase de los x e y 
tales que Rxyf. 

La definición (DR4) corresponde a un principio de abstracción relacional 
análogo al de las clases. Este principio, expresado ingenuamente (es decir, 
sin indicación de tipos, y sin evitar por tanto la paradoja de Russell) sería 
(utilizando por una vez minúsculas griegas): 

(3) (MIREIYNI<x y> ep > Ary]. 
La abstracción de relaciones impone naturalmente, como la de clases, la 
distinción entre tipos lógicos. No nos detendremos aquí en ello. Pero con- 
vendremos en que al escribir, por ejemplo, 

"Bs, 
el índice “n” indica el tipo lógico de la relación, y el subíndice ** el número 
de argumentos de la misma, o sea, que R es ¿-ádica. Al igual que hicimos 
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con las clases, prescindiremos por lo común de indicar el tipo de :0qda sim- 
bolo, aunque alguna vez valdrá la pena aludir a él para aclarar alguna situa- 
ción. Lo mismo vale de los subíndices. 

La notación “Bxgy' indicará que la relación R media : 
gamente para RX... Ya, con 1 2, Otra notación cor 
tiene el inconveniente de ser menos apta para n > 2 










tro x e y. Análo- 
ta es “Ry, pero 








$4. Functores de relaciones, Conversas. — Bajo el 
estudiaremos functores que, como los de clases, s0n Si 
miento algebraico, Pero no nos atendremos a un tra 
algebraico de los mismos, por su relativa pobreza 
lizaremos todos los medios analíticos que nos sim 
clases y la de predicados en general, 


(DRO) —Roza 9 Le Bay]. 


ER. Una definición que no recurriera a 
am FÉ como predicado 


te epígrafe 

bles de trata- 

ds: ant 

o puramoen a 

, Sino que uti 
de 

ia lógica de 









“— E se lee: “complemento de 
la idea de clase, sino que tratara simplemente a 
(diádico en este caso), sería: 
(DR62) a Bay a A Exp. 

Ejemplo: el complemento de padre-de es la rela 
x e y cuando x e y no están en la relación padre-de 
(DRM RUS a £ y [Bxy y Say]. 

'RUS se lee: “suma lógica de R y $. 

Ejemplo: la suma lógica de padre-de y madre-de es 
o sea, progenitor-de, 





én que media entre 


pacire-o-madre-de, 


Y 


(DRTa) RUS xy <a Bay v Saf. 
(DAS) 20S—=0u tó [Baxya day]. 
RN S se lee “producto lógico de R y $, 
Ejemplo: el producto lógico de colega-de y más-vicjo-que es colega- 


más-viejo-que, o de 


(DE8a) BEOSxaj a Ray a Sxy. 
(DRO) ECS Sau (0) (y) [Ray > Sal”. 


Ea 
sl 


ROS se leo: R está imoluida en $”. 

Ejemplo: padre-de está incluida en familiar-de, 
(110) Ru E oe AN Bag e Say]. 

“R=5S' se lee idénticas”. 

Ejemplo: tío- o yh 9-del-padre-de son id z 

(DRO)-(DR1O0) deben, naturalmente, general: ara relaciones n-ádi- 
cas con n 22, Ello puede hacerse especificando para cada n esquemas de 
definiciones como el siguiente de “Mi: 
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RAOS. mue 1 ar En [AX 0 XA M9 X2 0. Ya]. 

Suelen distinguirse estos functores de los correspondientes functores de 
clases añadiéndoles un punto superior. Aquí renunciaremos a esa precau- 
ción, que no nos resultará necesaria para evitar ambigúedades. 

Las nociones de relación universal y relación nula se definen del modo 
siguiente (limitándonos a relaciones diádicas): 

(DRII) V=4iflx=xay = yl. 

El fondo intuitivo de (DR11) es que la relación universal es la que me- 
dia entre cualesquiera objetos por el hecho de ser objetos. La expresión 
sin alusión a la idea de clase seria: 

(DRila) Vaig ea AY == E. 


(DRl1a) puede leerse: “dos objetos, x e y, están entre sí en la relación uni- 
versal si y sólo si cada uno de ellos es idéntico a sí mismo”, 
(DRIZ) ÁAmaigl=x=xa > y= yl. 

Para expresar que una relación no es nula escribiremos “Y 1R”, de acuerdo 
(para relaciones diádicas) con la definición siguiente: 
(DRIS) HIR <a dx iy Rarf. 

Una relación, Q, se llama la conversa de otra, R, si y sólo si vale la 


equivalencia (x)(y)[ Ray + Oyx]. Para indicar la conversa de R se ese 
cribe “H”: 


(14) Rxy > Ryx. 
Esto nos lleva a la siguiente definición: 
(DRI5) Ra % 9 [Ryx]. 


Ejemplo: la conversa de progenitor-de es hijo-o-hija-de. 


85. Productos y potencias relacionales, — El producto lógico de dos re- 
laciones, definido por (DR8) bajo el epígrafe anterior, es una nueva rela- 
ción que suele expresarse por un predicado compuesto, como “colega-ma- 
yor-de”, Pero es frecuente que la composición de relaciones interese para 
obtener nuevas relaciones que en el lenguaje común se encuentran como 
predicados simples. Eso ocurre cuando las dos relaciones compuestas lo 
están a través de un objeto que participa de ambas. Así, por ejemplo si, 
dadas las relaciones hijo-de y hermano-de hay un individuo que participa 
de ambas puede ocurrir (por ejemplo, si el individuo común es segundo 
argumento de la primera relación y primero de la segunda) que aparezca 
una nueva rolación corrientemente nombrada por un predicado simple (en 
el caso del ejemplo, la relación sobrino-de entre el primer argumento de la 
primera relación y el segundo de la segunda). Esta composición de rela- 
ciones se llama “producto relacional o “producto relativo”. Se simboliza por 
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un trazo vertical entre las relaciones afectadas, y se dofne (para dos rela- 
ciones, por de pronto) del modo siguiente: 





(DRISG) RAS y 6 [82 (Ruza Say] ), 
Sin alusión a clases puede escribirse: 
(DRIT) R]Say ar “dz [Reza Szyl, 


lo cual puede loerse, con la interpr ctación anterior por ejemplo: “a es 50= 
brino de y equivale por definición a “hay un z, tal que x es hijo de 2 y 2 es 
hermano de Y. 

El producto relacional es asociativo, lo que nos ex 
más de dos relaciones: 


(TRIS) [RISIJP = RU[S[P] 


Interpretando “P” por padre-de y Ry S según el ol o anterior, 
“12 15]]P” es “sobrino- del-padre- de, y R][SIPY es “hijo-d lel-tio-de, o sea, 
“primo-hermano-de' en ambos casos. 
(TRIS) es fácilmente demostrable en su versión o tr: 
dicativa que, teniendo en cuenta (DRIT7), es: 
(19) (06) [Az [Hu [Rxu a Suzl a Pay] o Ta [Rxza Hu [Szu a Puy] ]]. 
Esta traducción se ha conseguido a través de los s « pasos (a) (g): 


Fórmula inicial (TR18): (Ri si Po RUISTE 
Por (DRIP): 








de definirlo para 


hanna 








ción lógico-pre- 





[R1S]|Pxy Hz [R|Siza Pay] (paso (a) ). 
También por (DR17): 
R]|Sxz e Hu [Bxu a Suz] (paso (b)). 


Por (a) y (b): 


[R[S][2 xy <* Ez [Hu [Rxu a Suzl a Py] (paso (c)) 
Por (DRIZ): 

R|[Sj2lxy e Hz ¡RuzaS]? 29] lpaso (d)). 
También por (DRID: 

S |? xy e Hu [Szu a Pur] (paso (e) ). 


Por (d) y (e): 


z [Riza Hu [Szu a P (paso (£)). 


“> en (19) en vez del "=" de (5858) ostá justificada, 
ger tán de Y e y. 
(paso (8)). 
He aquí, a titulo de e ejemplo. de demostració mas de la lógica 
de relaciones en el algoritmo de la lógica de pre ración de 
(TR18) o, más propiamente, de su traducción (19), de la deduo- 
ción natural: 








ue exige además la genz 
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921 O 1u [llfng v nzg] E vzxg ]zE e [fiza y [2ng v xy] E] 2E1 (0965 (0.371 
237 O Tu [[ [ing y nzgjng vzxg]zE > [za y [zng v nxg)] nl zE] (6) (00371 
0111 > Ty [[fna y nzq]ng vzxg eE > [fizg v [eng vnxyg ne ze (0)0371 
1 YA [Azg v [zng vnxy] nREJZE e [[4na vnzglnE Y 2x4] ZE (07ET 
ET EM [fAzg v [zng Y nxy] nel E (eDez1 

"611 161 Viy fipa y [pns vnxq] "E (enezT 
051 Ely [pns vnxy] a (eDIgT 

"811 11 Via pos Vox (EDoOsT 
LIT VA fpa (enerI 

LIT VA pos (2D8T1 

'91T EMM fipa v pos (eDL17 
11 VaY [Ang vnog] ng (enoTT 

+11 YM oxy (EST 
CIT E MY [fng v nog] ng voxy (enyTT 

“da [[4ng vnzg] ng vzxygl 7E (em)eTrT 

“UT UM [Lína YnNZG]NE Y 23Y]7E <— [fz4 v[zngvaxyg] nel: (0311 
"017 “EM [[fing vnzs] ag vzxgl2E (007 

61 YI [Ang vngs] ng v qxg (DoTT 

$1 “EM [fngvnqs]azE (161 

'G1 LT Y hogvogs (181 
FIVE vas (DAT 

F1 VA ara (Dor 

1 VA fog  (1eT 

TL Via vas Yara (11 

“1 EH fing y [vqs qx] (DET 

11 EA hog y [ong vaxg]ag (131 

da [Azg Y [zng vnxyg] nel 7R (111 


(GT) 2p uorvasowog 


[A o]p 


[4 xJo 


[A xv] q 
16 “ao 
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El teorema (19), que equivale por definición a (Y o 
simplemente 'R|S]|P” en vez de E] IS(PP o de IR; 
En cambio, el producto relac cional no es malito. Si 
ya utilizado, 'R|S es 'sobrino-de Chijo-del-hermano-de”), 0 de 
"hermano-del-hijo-de”, o sea, si por “hermano” seguimos ento 
hasta ahora tácitamente —— “hermano de padre y madre”, * 

mente “hijo-de”, 

Las potencias de una relación se construyen con el preduoto relacional, 
del mismo modo que las potencias de números con el profucto de núme- 
ros. La notación es análoga: 





, con el ejemplo 
: 5 | Res 
Bendo — como 
E es simple- 





E] 








(DRI0) RI y Re 
(DR21) R2 =a RIR. 
(DRO2) BR? =q Beat 


La noción de potencia de una relación se poctalca” para [ podor dar sentido 








al exponente 0” y a exponentes negativos. La gene celims ds eatuval, sistoma 
tizada por R. Camap siguiendo la línea de Principt , es como sigue: 


(DRZ3) ro porta L. 


RO es la relación de cualquier objeto, que pueda ser argumento de A, consigo 
mismo, o sea, la relación identidad. 


(DR24) RA my E 
(DR25) BR" gp HE 






En la intención de Carnap, esas defini introducción 


de los números negativos (entorcs) como oa 





36. Dominios y compo. Descripciones relacionale a frecuen- 
temente referirse a las clases de objetos que pueden 5 , en una re- 
lación, o a los objetos mismos. Por djempla a la clase de los objetos que 
están en la relación descendiente-de con algún obiota dada, o con una 
clase de objetos, o con objetos en general, Las siguien 
litan un modo de hacerlo: 












< deofniciones faci- 


PLD 





(DR26) Di¡Ra Tae Z (Sy Raxyl. 

“Ds, que llamaremos “dominio anterior”, es un iunotor que, aplicado a una 

relación (argumento), da como valor una clase. El A lo anterior de la re- 
T 


lación ¡As es la clase de los objetos x tales ques x está en la relación Ra econ 
algo. (Esto es, dicho sea de paso, la definición de una clase mediante una 
telaión, La notación tradicional de D,R' es D'R”. (La notación funcional 


1 
2L , 
“D,R' procede de Carnap. Pero para que de verdad ses fincional, (DRS8) 






El 
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no tiene que ser una definición, sino, como en Camap, simplemente una 
equivalencia. Tal como se presenta en (DR26), "D,R' es una descripción, 
exactamente igual que la notación tradicional.) En vez de “dominio ante- 
rior' es corriente decir simplemente “dominio”, 


(DR27) DoRo Tag Ú [Ax Roxy]. 


Leeremos “Da” “dominio posterior”. Es frecuente también Ja lectura “dominio 
converso”. 

Notaciones predicativas de (DR26) y (DR27) pueden ser las siguientes, 
sin alusión a la idea de clase: 


(DR28r) DiR O Uy Rxif. 
(DR28b) “DoRoy Su “lx Ray". 

De (DR26) y (DR27) y la definición de Az (DRIS5), se obtiene 
(TR29) DR = Doña. 

Campo de una relación R es la suma lógica de su dominio anterior y su 
dominio posterior (tratándose de relaciones diádicas). Dicho sin apelar a 
clases: un objeto x tiene la propiedad de ser un objeto relacionado por R 


cuando está en la relación R con algún otro objeto o cuando algún otro 
objeto está en la relación R con él: 


(DR30) CRa ar D¿Ry U DaRa. 

(DR304) "CR Sas Ey [Roxy í Rayxl. 
Por (TR29) y (DR30): 

(TRI) CR == CR. 


La generalización de las nociones de dominio y campo a relaciones 
n-ádicas con n2:2 no presenta más novedad que la necesidad de pres- 
cindir de las ideas de anterior y posterior, sustituyéndolas por la idea de 
dominio del lugar m (mm) de la fórmula relacional, Nuestro uso de 
subindices numéricos afectando a “D' sugiere ya esta generalización. Así 
podemos escribir el siguiente esquema de definiciones, a partir del cual 
pueden obtenerse definiciones propiamente dichas para n= l, n= 2, etc. 


(DR32) DmRa Tar Lo [1 A o a 1 
Hxn RX1i Xan «++ An]. 
(DRIS) CR, — 41 DiRa U DaRa UÚ ... U Dio 


Las anteriores nociones son útiles, entre otras cosas, para formalizar las 
nociones de “primer miembro" y “último miembro" de órdenes u ordenaciones 
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realizadas por una relación diádica. Primeros miembros de uma 
ción por una relación, Ro, serán aquellos que pertene” 
pertenezcan a DaRo; y últimos miembros de dicha ordena 


2) 


que pertenezcan a DeR y no pertenezcan a DH: 






(DR34) primeros-R trar lxs D¿Barnoxs DeRl. 


LA 


En la sucesión de los números naturales (con módulo 
relación “precedente-inmediato”, Ú es un primer miembro, 
bolizando “precedente inmediato” por “R'): 


sada en la 
s vale (sim- 





[e] 
— 





r 


0¿D,R4-02 DR, o sea 
DeilreDiBaroxea Der]. 


(DRIS) últimos- —u ¿123 Deia oe DR. 


En el conjunto de los números naturales menores que diez, la ordena- 
ción menor-que tiene un último miembro que es, naturnimente, nueve, 
Pues vale (simbolizando “menor-que' por “R'): 


d:Difñlac 9D, o sea 
9ifilxe DoeRaeae DR. 





Las nociones de primer miembro y de último miembro de una orde- 
nación pueden generalizarse para obtener la noción de miembro de 
lugar mu 


(DR34a, 354) miembro-2-B, a lx Dala Asis DiBna 


axe Defnñ Ax Da Bn A 
Amis Dania A... Ar xs DaRr). 


Para expresar que una ordenación por R no tiene vingón primer miem- 
bro se escribe: 


(36) (1) [xe DR => 10 DeRl, 


en cuyo caso DR está incluida en DoR (cfr. cap. XIV (DC17)), y, por 
tanto 
(364) D.R = CR. 

Para expresar que una ordenación por K no tiens n 
bro se escribe 





miem- 


(3) (o) Íx € Doñi> ze DE, 


lo que significa que D¿R C DK, y, por tanto, 


(37a) DA = CÍ 


pes 
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Hemos visto que, a pesar de la notación funcional, “DR” es una 
descripción (de una determinada clase). Por el hecho de que, como vimos 
en 36, es deseable posibilitar la eliminación de descripciones, hemos intro- 
ducido también una notación predicativa de las ideas de dominio y campo, 
sin alusión a clase determinada, sino mediante un predicado, “DR” en el 
caso de “D', que representa la propiedad D,R (cs la definición (DR28a)). 
Esta posibilidad debe tenerse en cuenta al estudiar las numerosas descrip- 
ciones cuyo uso es frecuente en lógica de relaciones. 

Así, por ejemplo, puede interesar referirse al concreto objeto que está 
en la relación E con el objeto y. Para ello puede empezarse por descri- 
birlo mediante R por ejemplo, como “el KR de y' (el padre de Cervantes”. 
La notación corriente es 
(DR38) Ey Tar (a) Ex. 

Con una notación sin descripciones podemos escribir: 

(DR3Sa) RYx > Ya [Ray a (2) [Ray > 3 == x]]. 
(DR39) Fx =a (y) Exy. 

Otras veces, la entidad a la que interesa referirse será no el x individual 
que está en la relación R con 1, sino, porque haya más de un tal x, la 
concreta clase de éstos; por ejemplo, la clase de los objetos que están con 
Cervantes en la relación antecesor-de (o sea, la clase de los antecesores 
de Cervantes). Clases así son las definidas mediante deseripciones como 
la siguiente: 


> 
(DRA40) Ey =a í [Ray]. 


— 
“R'y' puede leerse: los R de y. 
La clase de los objetos con Jos cuales x está en la relación R se expresa 


por la descripción 
Es 
(DR41) Rx =u Y [Ex1y). 
cam 
“Rx” puede leerse: los y cuyo R es Y. 
Ejemplo: si ahora Y" es Cervantes y “R' sigue siendo “antecesor”, enton- 


ces Y es “la clase de los objetos cuyo antecesor es Cervantes”. 

La siguiente definición describe el dominio anterior de una relación 
diádica, como en (DR38)(DR41), para un dominio posterior reducido a 
objetos de una clase determinada, «. Por ejemplo, tratándose de la relación 
antecesor, como antes, a puede ser la clase de los descendientes que han 
vivido más de veinte años. 

(DR42) Ra =a 4 [Uy [ye oa Rxy]]. 

Puesto que « € DaR, de (DR42) se desprende 

(TR43) — Ra C DR. 
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Restricciones parecidas de los dominios de una rc! 
siguientes definiciones descriptivas, que suelen Mamarso 
“especificaciones': : 


(DRá4d) aTR a 1 lzceaa Rxyl. 
(DR44) define la limitación de la relación E 

tituido sólo por la clase «. 

(DRá45) Ela te ió lye aa Bxgl. 


(DRá5) define la limitación de la relación KE a un Y 
tituido sólo por la clase a. 





nicrior cons- 


vosterior cons- 





(DR4S) 1RVB =ae if /xtaayes Ba Bxgl. 
(DRET) E be a a1ARta 







que media entre 
e me y ala clase £: 


La siguiente notación se usa para expresar la re! 
dos objetos, a e y, por el hecho de pertenecer x a la clase 
(DR48) Ta8=axf [xo ye fl. 

87. Clases de relaciones diádicas. — Por el di hemo entre las expre- 
siones predicativas monádicas y las de clases, atribuir una propiedad, P, 
a una relación es lo mismo que decir que esa ro! lA pertenece a la 
clase, a, abstraida de una fórmula predicativa del pr: de monádico “P”, 
Por ed decir que una a R, es reflexiva, es lo mismo que decir 
que R pertenece a la clase de las relaciones refexivas, Esta propiedad 
(y clase) de relaciones es la primera, que vamos a definir; 
















Reflexividad 
(DRA48) Bel E a o) [1e CA Exall. 

(DR49) es una definición del elas “Ref. Dofno la expresión 
“R es reflexiva”, Si se quiere una expresión. om predi: cativa 
puede sustituirse la notación de clases 'x a de É: noce e la clase ER”) 
por “la [Rxz w Rzx]” Cx está en la relación o algo está en la 
relación R con 4%): 

(DRá49a) Rel E Se (0 Hs [Row Bzx] >» BuxT. 


Hablando, en cambio, de la clase de las relaciones rofexivas, en vez de 
hablar de la propiedad rellexividad, escribiremos: 










ma 


te 


(DRS0) Re£ —a E [0 [xs CR — Exxll, 


7 
(DRÓD Roe ReÉ Se (0) lxs CR > Exxx]. 
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La comparación de (DR49) con (DR51) muestra el paralelismo de la 
notación de clases con la predicativa. A partir de ahora la notación será 
la de clases, 

Se dice que una relación es reflexivo-total, o totalmente reflexiva (Relt), 
cuando es reflexiva y su campo es la clase universal: 

(DR32) Refit =a £ [(x) Rar]. 
(DR53) ReRelit ea Ux) Rxx. 

La clase de las relaciones no-reflexivas (NRef) se define del modo si- 
guiente: 

(DR54) NReÉ —=a £ [Ax [xe CR a» Rax]l. 


Una relación no-reflexiva es una relación que no es reflexiva para 
todo x (puesto que hay al menos un x para el cual no lo es), pero puede 
serlo para algún otro x. En cambio, una relación irreflexiva (irrefl) es aquella 
que no es reflexiva para ningún x: 

(OR55) Irrefil =a2 £ [6) - Rax] 


Ejemplos: La relación de identidad es reflexiva; la relación mayor-que es 
irreflexiva; la relación admirador-de es no-reflexiva, 


Simetría 
(DRSS) Sim =ar £ [(0() [Axy > Ryx]]. 


Una relación simétrica está contenida en su conversa, Por (DR58) se 
tiene en efecto: 


(57) Re Sim > (0) (y) [Ray > Ryx]. 
Pero Ryx es Hxy (cfr. (DR15)). Por (DR9): 
(TR58) ReSim=oRCE. 
Por otra, parte, como K será también simétrica si lo es R, se tendrá 
(TRS9) ReSimoH$HCR,. 
De (TR58) y (TR59) 
(TR60) ReSimoR=ÑEKE 


La demostración del teorema (TR80) utiliza un teorema auxiliar 
SCPAOQCS SAS) S—=0 


cuya demostración en el cálculo de predicados es muy sencilla. Por (DR9) 
y (DRIO) se trata de demostrar la fórmula 


(0) [Sxy > Qxy] a (0(9) [Oxy > Sxy1 => (1(y) [Sxy e Qryl. 
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A continuación definimos la clase de las relaciones no : 


(DRGD) NSim =a: E [Ex Uy [Ray a — Ryall. 





Por último, la clase de las relaciones asimétricas (AÁSim): 


(DR62) ASim =ac L [639 [Ruy >  Ryrl] 





Ejemplos: La relación antipoda-de es simétrica; la relarión mayor-que es 
"asimétrica; la relación pao -de es no-simétrica (en cambio la 
relación primo-o-prima-de es simétrica). 


Transitividad (Trans). 
(DR63) Trans ae (0) (plz [Raza Ray] => Rxy]]. 
Una relación transitiva contiene Su segunda potencia. Por (DR83) se 
tiene, en efecto: 
(DRS4) Ro Trans Se 006) [3 [Raza Ray l > Bayl; 
de donde, por (DRIS) y (DR9): 
Re Trans So R]E CH, osea 
TRES) Re Trans > ACE. 


3 


((ERS5) puedo también considerarse una definición.) 


Aa 








Ejemplo: El cuadrado de la relación transitiv 
“mayor? que) está contenido en la 
“x es mayor? que y significa: x es mayor que un que es mayor 
que f. Yale pues x es mayor que if. 
A continuación definimos la clase de las relaci: 
(Trans): 


o-transitivas 





(DR66) NTrans =« % [Ex dy la [Baza Rxy a - Rayil. 
Por último, la clase de las relaciones intransitivas (InTrans): 
(DR87) InTrans =* E [(0)406) [Bxza Ray > Bxg)]. 


Ejemplos: La relación descendiente-de es transitiva; padre-de es intransi- 
tiva; colega-de es no transitiva. 


Conexividad 

Una rela ción diádica se llama “conexa” cuando se da entre todo par do 
objetos distintos de su campo, 
(DR87) Conex —ee li [GN lx e ayelRa oy > Bxy y 
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Si además de ser conexa la relación es simétrica y transitiva, se tendrá 
en el consecuente de (DR67) "Ray a Ryx' en vez de “Ray v Kyx'. Por tanto, 
la relación será reflexiva. (Siendo simétrica, no bará falta escribir “Rxy a Ryx”; 
bastará “Ray”, o “Ryx”.) 

Las relaciones entre las diversas propiedades o clases de relaciones son 
de bastante interés, Expresaremos algunas por unos cuantos teoremas. 


(FR6S) Trans N Sim € Refl 


Veamos, a título de ejemplo, la demostración de este teorema en un 
algoritmo general de la lógica de predicados, indicando antes los pasos 
que llevan de esa expresión algebraica a su traducción por una expresión 
puramente predicativa. 

Eliminaremos, primero, los elementos algebraicos de la fórmula, o sea, 
“Y y *C”, sirviéndonos de las definiciones correspondientes: (D€8) y (DC9) 
de la lógica de clases, Paso a paso, esta operación cubre (684) y (68b): 


(684) (B) [R e Traos M Sim >R e Ref]. 
(6Sb) (R) [R e TransaR e Sim >Re Refll, 


En este punto prescindimos de la cuantificación de “R”, con lo que este sim- 
bolo quedará reducido de variable a parámetro, como lo son todos los simbo- 
los predicativos en la lógica de predicados de primer orden. Este mismo 
procedimiento hemos venido usando hasta ahora (cfr. p.e. (DR51)) para 
evitar expresiones de orden superior. Tendremos; 


(68c) Re Transa Re Sim > Re Refl 
De aquí, por las definiciones (DR64), (DR57) y (DR49a), obtenemos: 


(68d) (0 (y) [Hz [Rxza Ray] > Rayl a (0 (y) [Rxy > Ryx] > 
> (3) [Hz [Rxz v Rzxl => Rxx]. 


Esta expresión de (TR68) está ya libre de signos de clases y es sometible 


a un cálculo de predicados. He aquí su demostración en el cálculo de la 
deducción natural, 


Demostración de (68d) 


L1(1) (0) liz [Raza Ray] > Bay] a 

a (0 (y) [Rxy > Ryx] RP 
L2(1) (0 (y) [Hz [Rxz a Rey] > Rxy] REA; Li 
LID (4) [Ry> Ryx] RE 4; El 
14(1) (yw) [Hz [Raza Rzy] > Ray] RE O; 12 


151) Hz [Raza Rzx] > Rax BE O; 14. 
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(Este expediente — aprovechar la sustitución autorizado ; 
para sustituir "y" por “4” —se usa repetidamente; p. e, LT.) 





Lo(1) (y) [Axy > Byx] de Os ES 
LT) Riz=> Rzx RE O; LS 
Lg8(s) Hz [Rxz v Raz] RP 
alx] 19(8) Bxz y Rax REE; L8 
L10(10) Rxz R? 
LIL 19) Ezx RE >; 17, LIO 
112(1, 10) Raza Rzz RIA; Li0, L11 
e Ñ as ts Raz Ri>; 112 
L 1161 » har Raz RE O: L14 
poe 8) Razz RP 
706, 1) Rzxz RE=>; Li5, LI6 
SÓN 16) Rxza Rex Ria; 136, 137 
1190) Rzx => Bxz a Bzx RI=; 118 
1201, 8) RxzaRzzx RE v Lo, 113, 119 
1211, 8) Uz[LxzaRzx| R13; 120 
L22(, 8) —Rxx Hhi=>; Lo, 12 
1231) Tz [Ruz y Exx] — > Rxx Hi, 122 
y 124(1) (1) [Ez [Raz y Rar] > Rar] RI): L93 
E25(0) (04) [Ez [Raza Ray] > Bxyl a 
a (2) (7 [Rey > ya] > 
> (1) [Hz [Rx e Ba] + Bro Rio; L24 


La fórmula de la línea 1.25 es (68d). 

Mo siempre se presenta el contraste de le anterior A 
la sencillez de los principios usados y 1 la pesadez de 
Pero lo que sí es común a gran número de demosti 
lacionales es el “truco” que consiste en sustituir unas variahl; 
por otras. Así ocurre por ejemplo con el teorema, de der 
sencilla, 


(TREO) Es Sim > E e Sim, 








que es, en formulación predicativa de primer orden, 


(694) (MD) [Ray > Ryal e (0 (y) [Rya > Ray]. 






La demostración se reduce a un mero cambia de y: 
de lugares individuales, por así decirlo. He aquí su p 
gunda es completamente análogas 


les, de nombres 
cra roitad; la se- 
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L1(1) (y) [Bxy > Ryx] RP 
12D (y) [Ray > Rya] REO; Ll 
1311) Rab > Rba RE (O; L2 
e[b] 14(1) (y) [Ryb => Rby] RIO; ES 
b LSD) (dy) [Ryx=> Rxyl RIO; La 
L6(0) — (0)() [Rxy > Ryx] => (09 (y) [Ryx > Rxy] Bl; L5, 


(Al demostrar el condicional inverso, “(x)(1) [Ryx => Rayl > (0)(y) 
[Rxy > Ryx]”, hay que usar, naturalmente, dos nuevos símbolos individua- 
les, *e* y “e, por ejemplo, para los pasos de RE () análogos a 12 y L3 de la 
primera mitad de la demostración. Si no se hace así se incurre en doble 
anotación.) 

Los dos ejemplos anteriores bastarán para ilustrar los procedimientos 
de demostración con fórmulas poliádicas. Á partir de ahora nos limitaremos 
por lo general a argiir mediante consideraciones no-calculísticas la verdad 
de los teoremas afirmados, salvo en algunos casos de mayor interés. Por lo 
demás, la completud del cálculo de predicados de primer orden garantiza 
la demostrabilidad en él de las verdades formales de primer orden. 


(TRTO) A < ASim > R? e trrefl. 


Supongamos que R fuera asimétrica, pero R? no fuera irreflexiva. Si R2 
no es irreflexiva, entonces hay al menos un x para el cual vale R*xx, y hay 
un y tal que valen “Rxif' y “Ryx. Pero entonces R no es asimétrica. Supon- 
gamos, a la inversa, que R? fuera irreflexiva, pero R no fuera asimétrica, 
Si.R no es asimétrica, entonces hay al menos un y para el que valen “Rx 
y “Ryx”. Pero entonces vale “R?xx, luego R* no es irreflexiva. 


(TRTI) ASim C Irrefl, 


Supongamos que una relación R sea asimétrica, pero no sea irreflexiva. 
Si no es irreflexiva, vale entonces, para al menos un x, “Rxx”, Pero “Rxx”, de 
valer, vale, por así decirlo, “en las dos direcciones”, puesto que sus dos 
argumentos son idénticos, Dicho de otro modo: si vale “Rx”, vale también 
“Rxx”, Consiguientemente, R no es asimétrica en ese supuesto. 


(TR72 Trans N ASim = Trans N Irefl, 


(TR71) justifica la afirmación de que el producto lógico de la izquierda 
de (TR72) está contenido en el de la derecha. Para demostrar la identidad 
queda por justificar la afirmación inversa. Supongamos que R sea transitiva 
e irreflexiva. Entonces no pueden valer a la vez “Ruy' y “Ryx' para ningún « 
y ningún y, ya que, por ser R transitiva, valdría entonces también, para 
un x al menos, Rxx”, cosa que no puede ser porque se supone a R irrefle- 
xiva. Pero si no pueden valer para ningún x y ningún y a la vez “Ruy y “Ryx, 
es que,R es asimétrica. 


(TRTS) Relrrela OQ CR=Oe lrref, 
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Si Q no es irreflexiva, hay al menos un x para el cual yal 
por Q CR, vale "Qxx > Rxx”. Luego R tampoco sería irrefiext 
esquema de argumentación vale para (XR74) y (TR 75) 


c “Oxv”, Pero, 
a. Este mismo 





(TRT4) ReASima CC E>Q< ÁSim. 
(RTS) Re InTrans a Q CER>Qe loTraas. 
(TRTO) BR? e Irrefi-o A Trrefl, 


Si R no fuera irreflexiva, entonces habría al menos un x tal que valdría 
“Rax. Pero entonces valdría “Rax a Rax, o sea, "E?xex. Luego R? no sería 
tampoco irreflexiva. 


pa 


(PRTA Relrefl n ns-> KR? e Irrefi. 






Si R* no es ireflexiva, entonces vale “Rxy a Ryo 
A tiene entonces que ser al menos no-reflexiva o al 
(y puede ser incluso reflexiva o intransitiva). 


E MONOS un A. 


3 no-transitiva 












acionos de 
añedad 
isúedar 


83. Relaciones y clases de equivalencia. —5e 
equivalencia”, o, simplemente — pero con cierto rie 





“equivalencias”, a las relaciones que son simétricas y * as, Estas re- 
laciones son también, naturalmente, reflexivas (cir. (TR0%,) La igualdad 
entre números es una relación de equivalencia, pues se e en (0) 


lx =y > y =2P (simetría) y (04) [Hz jx=x1:2= 


y) (transi- 
tividad). También lo es, vor ejemplo la relaci 5n de ce 
A , 


en un sentido j juri ídico seg ún el cual nadie Dueca estar 
municipios o vecindades a la vez, y admitiendo que fiene se 


Py 


cir, que 
“a en el mismo 





una persona es convecina de sí misma, es decir, que £ 
padrón que si misma. 


Podemos establecer la siguiente definición de la clase (Eq) de las rela- 


ciones de equivalencia: 
(DRT8) Eq a: BR e Sima Ee Trans]. 
O, lo que es lo mismo, 
(DR78a) Eq ar Sim N Trans. 
Por tanto: 
(DR78D) “ReEq Se EsSim Mm Trans, 


Ciertas clases que const ituyen el campo de una 1 
cia, R, se llaman "clases de equivalencia respecto de E”! 
individuos x y los do. y para los cuales vale 
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tienen ningún miembro común. Lo que sí puede ocurrir es que se trate de 
una sola clase dentro de un determinado universo del discurso. Por ejem- 
plo, tratándose de la relación ser-de-la-misma-especie, si el universo del 
discurso está reducido a un campo de objetos Q = los seres humanos, en- 
tonces dicha relación no tiene (en ese universo del discurso) más que una 
clase de equivalencia. Pero si una relación de equivalencia tiene varias 
clases de equivalencia, como ocurre con la relación de convecindad, enton- 
ces ninguna de ellas tiene un miembro común con otra: una clase de con- 
¿vecinos no puede tener ningún miembro en común con otra clase de conve- 
cinos, porque si tuviera alguno, entonces la transitividad y la simetría de la 
relación harían que las dos clases con miembro común fueran una sola 
y la misma clase: todos los miembros de la primera clase son convecinos 
del miembro que es común a la primera y a la segunda, y como este último 
es convecino de todos los miembros de la segunda clase, todos los de la 
primera lo serían de todos los de la segunda, y no habría más que una clase 
en vez de las dos supuestas. Por tanto, si el campo de una relación de equi- 
valencia, R, contiene varias clases de equivalencia realmente distintas, nin- 
guna de éstas puede tener ningún miembro común con otra de ellas. En esta 
discusión hemos usado sin explicitar las dos propiedades que caracterizan 
a las clases de equivalencia: 

i.* dada una relación de equivalencia, Ri, esa relación media entre cada 
par de miembros de cada una de las clases de equivalencia respecto 
de R. (R es conexa en cada una de sus clases de equivalencia); 

2.2 dada una clase de equivalencia respecto de la relación R, por ejem- 
plo, la clase a, todo objeto, yy, con el cual algún miembro, x, de « esté 
en la relación R, pertenece también a la clase a. 

Con nuestra relación de convecindad ocurre (1. que para dos indivi- 
duos cualesquiera de una clase de convecinos media entre ellos la relación 
de convecindad, y (2%) que si x es convecino de y, entonces y pertenece a la 
misma clase de equivalencia respecto de la convecindad (al mismo muni- 
cipio) que x. 

Las condiciones 1.2 y 2.* pueden formularse del modo siguiente: 


1% (0) lxeaayer> Exyl. 


(Como R es una relación de equivalencia y, por lo tanto, simétrica, no es 
necesario escribir “Rxy y Ryx” como consecuente del condicional para ex- 
presar la conexividad de R.) 


2%: (2)y) [x3 «A Ruy >y e 0]. 


Por tanto, la clase de las elases de equivalencia respecto de una rela- 
02 , , . 
ción R (Eq—R') —que corresponde a la propiedad de ser una clase de 
equivalencia respecto de R— podría definirse mediante la conjunción de 
esas dos condiciones, o sea, como sigue: 


pr 
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(DATO) Eq—A =ar 4 [GN [lreaaysa> Rayla les ara Ray > 
> yea] 
Esta definición suele utilizarse en la siguiente forma 
(DRT9) Eg A Tak (DN e > ye + Exa. 


* 


Para expresar que la Po 4 es una clio de de locas respecto de R 
escribiremos “a e Eq—R, 





(DRSO) as Eq Sa (0 y) lx ea > [y 





La equivalencia entre la definición larga” y 
de equivalencia puede establecerse demostrando en el 
cados la equivalencia de las dos fórmulas predicativas gue tra 
definientia, O sea, demostrando 







> de predi- 
en los dos 


(81) (0) (y) [Pxa Py > Bay] a [Pxa Bay > Pal e (04) ¡Pas [Py 
<> Roy]. 


Una demostración en el cálculo de la deducción not: OS con todos los 
pasos explícitos, no debe requerir mucho más de 40 * 

La noción de relaciones ye clases S de equivalencia € 
rica para la definición de ciertas clases que desen papel fuada- 
mental en algunas ciencias. Hareraos uso “de ella con be fin. Por ahora, la 
posibilidad general de definir clases por relaciones de equtva 
quedar ejemplificada por nuestra relación de convecindad: con ella a podría- 
mos definir los municipios como las clases de equiv respecto de la 
relación de convecindad. 

















89. Univocidad, Isomoríía. Estructuras, -— Bajo este epígrafe y bajo 
el siguiente vamos a precisar en alguna medida varios consoptos, Cuátro de 


¿llos han sido os constantemente en lo que a 


ceptos muy básicos para la lógica misma: son los 
orden y función. 





mrontados con 
concepto de 
£n han sido tam- 
bién de uso frecuente en los capítulos anteriores. El Mesh de. eme sólo ahora 


Los conceptos de isomorfía y estructura están intenamento em 
el concepto de forma, la abstracció 


ón básica de la lógica f 
orden, representado por el de serie en 80, y el cone cepto de f 












dispongamos de medios para darles cierta exactitud formal permite una nuova 
observación filosáfca, de teoría de la ciencia, que se s a las j 
en lo que precede de este mental. Se trata de lo sig la e real a la 
adquisición de conocimi es un constante vaivén entre conceptos a niveles 
más intuitivos y conceptas a niveles más definidos o Le precisi 
técnica de un concepto suele suponer en el trabajo « cient uso de resul- 
tados que se han conseguido realmente (psicológica e * * mediante 
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aplicaciones menos claras, más intuitivas, de conceptos emparentados con el que 
finalmente se aclara o tecnifica. La presentación teórica de esos conocimientos 
-—la que es propia de un tratado más que de un manual — esconde esa marcha 
real, y empieza con las nociones técnicas, Esa presentación teórica dispone ya de 
la fundamentación, en vez de buscarla, como es el caso en la marcha real de la 
ciencia. 


Una relación n-ádica, R,, se llama “untyoca en el lugar Y, con mE n, 
o, simplemente, “m-univoca” (m-Un”), si y sólo si para cada conjunto or- 
denado de n-1 argumentos de R, hay un argumento y sólo uno que pueda 
ocupar el lugar de argumento m cuando la expresión relacional es verda- 
dera. Esta noción puede sugerirse mediante el siguiente esquema de defi- 
niciones, del que, sustituyendo “1 y nv por T, Y, “3, ..., se obtienen de- 
finiciones concretas: 


(DRS82) m-Unp ==as Ln [E AE 
[RXjXg +00 Ama Xina ro XA E rc Am Y mz 
e. Xp > x= y)). 


Tratándose de relaciones diádicas, m no puede ser más que 1 o 2. Lla- 
maremos “relaciones preunivocas” (“Preun”) a las relaciones diádicas l-univo- 
cas, y relaciones postunivocas' (“Postun”) a las relaciones diádicas 2-univocas: 


(DR83) Preun =ar La [60 (12) [Rexy a Rezy > <= 2] ]. 
(DRS4) Postun =« Lo [(0) (1 [Raya Rexz> y =2]]. 


Una relación preunivoca es la relación padre-de. La relación natural-do 
es postunivoca. 

Una relación diádica se lama “biunivoca” (Biun'”) cuando es a la vez 
preunivoca y postunivoca. Definición de la clase de relaciones Biun: 


(DRESS) Biun =as Preun M Postun. 
La relación mitad-de es biunivoca (entre números naturales, por ejemplo). 


Una relación correlatora, o, simplemente, una correlatora, es una rela- 
ción diádica biunívoca que correlaciona los campos de dos relaciones n-ádi- 
cas (n==2, 3, ...) del modo siguiente: 


1%: cuando la correlatora, C, media entre dos argumentos, Xx e y, es que 
x pertenece al campo de una de las dos relaciones n-ádicas correla- 
tadas, R por ejemplo, e y pertenece al campo de la otra, O, por 
ejemplo. Además: 


Lo 
2 


"; si valen “Raz, Cay y “Cau, entonces vale “Qyu', y recíprocamente. 
Esta explicación, que se restringe a relaciones correlatadas diádi- 
cas, puede representarse por la siguiente figura: 
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ES 
z o 
| Ñ 
cl E fe 

3 E 
yl le 
A a 

y 2 » 


Las flechas de la figura a las “direcciones” en que ligan las 
relaciones, o sea, el hecho de que los símbolos individuales situados por 
el lado de la punta de las Hechas son Eine argumentos. x, y, %, 4 perte- 

nacen los cuatro al campo de la correlatora U. x y 2 portenccen además 
al campo de R; y y u pertenecen al de Q. 

La definición de la clase de las relaciones cor 
del número de argumentos de las relaciones co j 
un esquema de definiciones del que pueden obtenerse defr 
mente dichas sustituyendo “Y” por 2, “S ... Pero una eo 
una relación diádica, cualquiera que sea el número de arg 
relaciones correlatadas. 









toras (Corr) depende 
dos. El siguiente es 






(DR86) n-Corr =41 Ro [Az e Bien a HP, HO, [(x) [xs CP.>x0 D¡Rs] a 
Alu) 000,9 20D. Rola 
Cgd ai Ac A Bot > 


A (1) (a) AG Ya - ; 
Pr z, > OU co 4addd. 


La definición de las correlatoras entre relaciones 
será (dejando de indicar que las correlatoras son diádi 
triádicas): 





(DR86a) 3-Corr =qe £ [Re Biuna HP HO [(2) [xs CP >2e D¡R]a 
A 5 


ba CREA Rla 





A CIA EAGYO UAYs) Ra 
> [Patata > Oya 111]. 





Frecuentemente interesa referirse a una relación, R, correlato 
cdlos relaciones dadas, P, y On. La definición de R, o E la SAR “R es 
n-correlatora entre P, y Q., simbolizando por 'n-Corr POr] la clase co- 
rrespondiente, es: 


(DR86b) “Ren-Corr-Po- O, Sa Be Biuna (a) [xa ¿ CP, > 22 D¡BR]la 
AGO [xs 200, > xs Dela 


é (0 ... EMO ... lun) ETA Poe Bt > 
ASEOS E 33 
> [Pata cn A Dr cs Ya 


Ejemplos de 2-correlatoras: 
Suponiendo una elección por votación entr 
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un número impar de electores, sin votos nulos ni abstenciones, la relación 
votar-a es correlatora entre la relación mayor-que, cuyo campo son los 
números de votantes en favor de cada uno de los candidatos, y la relación 
vencer-a, cuyo campo está constituido por los dos candidatos. 

Suponiendo que todos los jugadores de un equipo de fútbol tienen una 
madrina, y sólo una cada uno, distinta de todas las de los demás jugadores, 
y que las madrinas forman una asociación A, entonces la relación biunívoca 
madrina-de es correlatora entre las relaciones diádicas coequipier-de y 
consocia-de- en-A. 


El concepto de correlatora permite definir una noción frecuentemente 
usada de un modo intuitivo; la de isomorfía entre relaciones. La noción se 
introduce a continuación de acuerdo con la construcción de la misma por 
R. Camap. 

Se dice que dos relaciones son isomorfas cuando existe una correlatora 
de ambas. Igual que la de correlatora, la definición de isomorfía depen- 
derá del número de argumentos de las relaciones consideradas. Y, también 
como en aquel caso, nos será de utilidad un esquema de definiciones para 
sugerir la noción de la clase de las relaciones n-ádicas isomorías (n-Is): 


(DR87) ns =02 La Qu [HR [Re n-Corr-Pa-0,]1. 


La expresión “las relaciones triádicas P y Q son isomorfas”, por ejemplo, 
se definirá: 


(DR88) 3-1s PO” <q HR [R < 3-Corr-P-QT. 


La isomorfía, tal como ha quedado definida, es una relación diádica entre 
relaciones. En el definiendun de (DR88), P y Q son los argumentos del sím- 
bolo predicativo diádico (del predicado diádico) “3-1s”, 

La relación de isomorfía es reflexiva, pues toda relación es isomorfa 
consigo misma: la correlatora puede ser la relación de identidad. La isomor- 
fía es también simétrica, pues si hay una correlatora, R, entre P y Q, de 
modo que pueda afirmarse *P es isomorfa con Q', entonces hay también 
una correlatora, R, entre Q y P, de modo que puede afirmarse Q es isomorfa 
con P” (cfr. la anterior figura). Por último, la isomorfía es transitiva: pues 
si P y Q son isomorfas y Q y T son isomorfas, o sea, si hay entre P y Q al 
menos una correlatora, R, y entre Q y T al menos uma correlatora, S, enton- 
ces hay al menos una corrclatora entre P y T, a saber, R[S. Luego P y T 
son isomorías, 

La demostración de esta última propiedad de la isomorfía en el cálculo 
de predicados es de principios muy sencillos, pero puede ser un buen ejem- 
plo de “trucos” o expedientes permitidos por la regla RP del cálculo de la 
deducción natural y que son muy frecuentemente necesarios en la demos- 
tración de fórmulas poliádicas. Hay que demostrar, a partir de dos premi- 
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sas, que RS es correlatora entre P y T. Por la definición de correlatora 
eso quiere decir, tomando, por empleo ei caso diádico, que hay que 
demostrar: 


(89) OEA ÍIRAIS a aR¡S xu—=> [Px2 9 Tyu]]. 
Por la definición de “R[S' (DRI6), (89) equivale a 
NO [Eo [Rava Soy] ato [Rzwa Swu] > [Pxz e Tyuli, 
o sea, con los cuantificadores en prefijo: 
dw 


(90) tE) E 


(90) tiene que demostrarse a partir de las dos prer 


[Rxv a Soy a Raw a Sivuo [Paro Tyull. 


(0e Mm: 





O Da) [Ray a Bou > [Paz o Qyull, 
09H DAN [Sxy a Eze > [Qu e Tyull, 


que expresan, respectivamente, que R es correlatora entro P y Q, y que 5 
es correlatora entre Q y T. 
La demostración es como sigue: 


LO Go [Bxy a Razu > [Paz e Oyu]] RP 
1205 DOE Sa a Szu > [Ox > Tyu]! RP 





(Ahora damos, para abreviar, en una sola línea, L3, cuatro e ciones de Ly 


“( y? 


ii, y en otra sola línea, La, cuatro eliminaciones de y en 12) 








1300 Rao a Rew—> [Pac <> Quio] ¿RECO; Ll 
LO Sob a Suwd => [Quo <> Thd] ¿REO; L2 
(A continuación tomamos una nueva premisa que luego elbminareraos:) 

L5(5) Rao a Soba Row a Suwd EP 

LE) Rao REA; 15 

ETS) Sub EE Aj ES 
L8(3) Rcw RE aj L5 

195) Siwd BEa; 15 
L10(5) Rav a Rcw Ela; E£, 18 
Li) Sob a Siwd Ela; L7, L9 
112005) Pac<> Quw RE->; E3, LIO 
113(7,5) Quo + Tbd RE=; La, Lil 





(Ahora utilizaremos, para abreviar, a teorema (TP16) de la 35 
—la transitividad de “e -—come regla auxf 
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LI4(X,Y,5) Pac< Tbd (TP16); 112, 1,13 
LIS5S(X,Y)  Rava Soba RewaSuwd>[PacoTbd] Ri->; Llá 
AX)  HewlRava Soba Rcw a Swd > 


[Pac <> Tbd]] Ria; 115 

LIADO  ToHw[Rava Soba Ecw a Swd > 
[Pac > Tbd]] RIM; L16 

dla bj] L1IS(XY) (u) Ho Hw [Rav a Sob a Row a Swu —> 

[Pac > Tbu]] RO); L17 

elab] LIX Y) (2 (u) Yo Hw [Rov a Soba Bzwa 
Swu —= [Paz «> Tbu]] RIC); LIS 

bla]  1LOXD) (YOR) To Hi [Rao a Suy a Row A 
Stou -> [Paz <> Tyul] RI); L19 
a BUD (MWRB(W To dio [Rxav a Soy a 

Row a Su => [Pxz <> Tyu]] B1 (0); 120 


La fórmula de la línea 121, que queda demostrada bajo las premisas 
(X) e (Y), es precisamente (90), es decir, la afirmación de que R [$ es 
correlatora entre P y T. Sus premisas son que R sea correlatora entre P y Q 
(premisa (X)) y que $ sea correlatora entre Q y T (premisa (M)). 

La isomorfía es, pues, una relación simétrica y transitiva. Por tanto, es una 
relación de equivalencia. Entonces pueden existir clases de equivalencia 
respecto de la isomorfía o, más propiamente, respecto de cada relación de 
isomorfía, n-Is, con n= l, 2, ... 

El campo de una relación de isomorfía está constituido por relaciones: 
no los individuos, sino las relaciones pueden ser o no ser isomorfas. Por 
tanto, una clase de equivalencia respecto de una relación de isomorfía es 
una clase de relaciones. Entre dos cualesquiera de esas relaciones (de una 
clase de equivalencia respecto de la isomorfía) media la relación de isomorfía. 
Dentro de una clase de equivalencia, todas las relaciones son isomorfas 
unas de otras. 

Cuando dos relaciones son isomorfas, se dice que tienen la misma es- 
tructura. Una estructura puede pues concebirse como una clase de equi- 
valencia respecto de una relación de isomorfía o, en términos de predicados, 
como la propiedad común a relaciones isomorfas por el hecho de ser iso- 
morfas. Los siguientes esquemas definitorios sugieren un modo de fijar 
estas ideas (en lenguaje de clases). (DR91) define esquemáticamente la clase 
de las clases de equivalencia respecto de una relación de isomorfía, n-Is 
(o sea, la clase de las estructuras para nm): 


(DR91) Eqn-Is —ar á (RNY(OS) [Baz a > [Op € 9 < ns RaQOs1]1. 


(Compárese con la definición de la clase de las clases de equivalencia res- 
pecto de una relación R (DR79a)). 
Que « es una clase de equivalencia respecto de n-Is (o, lo que es lo 
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mismo: una clase de relaciones n-ádicas isomorías, una n-estructura) se 
expresará según el esquema de definiciones 





(1R92) es Equis > RIO) [Rs a [Os 200 ns Ban. 
Es claro que la definición de la noción de estructura (oe simbolzaremos 
por “Str”, el símbolo usado por Camap). depende, como as de corrolntora 





e isomorfía, del número de argumentos de la relación con da. La clase 
de las estructuras diádicas (estructuras de las relaciones Médicas (2-5), 
por ejemplo, se define: 


(DR93) 2-SE ag, € 
(DR94) define la es una estructura diádica”; 


(DR94) a 250 ae DD [Reso> [Qe a <> 2-1s EoO2]]. 


(Ba) ¡Ras a [Qee a > 21s R0]]]. 


Sugerimos definiciones concretas de la clase de las est 





was (de la noción 


de estructura) mediante los dos sigu don ntes esquemas de definiciones: 
(DRO95) n-Str e Equis. 
(DRS6) ua ndr Sa las Equis. 


Por (DR91) y (DR92), esos dos esquemas equivalen a los dos siguientes: 


(DR954) Str mas é RON [Brea [Ops ae nis BO 1)]. 
(DR960) aer Sa AB O) [Byca lO, 


respectivamente. 


30. Algunos conceptos matemáticos lundamenta 
serie; función. — Número cardinal. En la lógica de cl 
definiciones de los diversos rmúrieros cardinales. Una de 
era, por ejeraplo: 


(DCS2) 1 =ae d [Ex [a = (311. 







ta del con- 
veros cardina- 
lo que ocurre 
Sórreulas predi- 
, se generaliza 


5 fórmulas de 
siguiente as- 





La lógica de relaciones permite una sencilla dofnición 
cepto de número cardinal en gener al, o de la clase de los 
les. Para llegar a esa definición empezaremos por obser 
cuando la noción de corr toa, gue tenemos. des Guida pa 
cativas n-ádicas con 1 32 (0 $ 
de modo que pueda aplicarse o camión a fór mulas 
las cuales pueden abstraerse clases). La defintol 
pecto: 


i-Cor-P-Q Sa Re Biuna (0 [xs CP => 20 DiBla 











a(x) lxs DO >x8 De 2 Ai) Ey > [Pa QT 
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Puesto que “P” y “Q” son predicados monádicos, representan clases de indi- 
viduos. Llamémosles, respectivamente, “a” y “f', con estos símbolos escri- 
bimos de nuevo la anterior definición: 


(DR97) “Re LCorr-a-fB" a Re Biuna (a) [1 > x3 € D¡R]a 
ax) [128 >x5 De] a (2) (y) [Ray > [184 > y e B1). 


Á la vista de (DR97) podemos afirmar que decir que dos clases tienen 
una correlatora es lo mismo que decir que son coordinables, Esto permite 
ampliar la noción de isomorfía a las clases: por analogía con las relacio- 
nes, diremos que dos clases son isomórficas si y sólo si tienen una correla- 
tora, O, lo que es lo mismo: dos clases son isomorías si y sólo si son coordi- 
nables. Esta reflexión se precisa en las siguientes definiciones: 


(DR9S8) Ls a 8 ar BRIR € 1-Corr-a-B]. 
(DR99) “Coord a 8 Sur Ls a $”. 


¿Qué son las clases de equivalencia respecto de 1-Is, es decir, qué son 
l-estructuras, estructuras imonádicas? No serán clases de relaciones, sino 
clases de clases: clases de clases isomorfas, o, lo que es lo rnismo, clases 
de clases coordinables, Y clases coordinables — conjuntos coordinables — 
son los que tienen el mismo número cardinal (cfr, 15). Según la definición 
(DR80a), si « es una clase de equivalencia respecto de 1-Is, podemos escribir: 


(DR100) ee Eq-l-ls Sa (0) y) [x:2> [ye ae Lis xy]. 


Puesto que x e y de (DR100) tienen que ser 1-isomorfas, es que son clases; 
a es entonces una clase de clases, y Eq-1-1s es una clase de clases de clases 
(coordinables). Eq-1-1s es pues de orden lógico 3. (En la definición (DC52), 
x es de orden 0, (x) = « es de tipo 1, y el número 1 es de orden 2,) 

Atendamos a la clase Eq-1-1s, la clase de las clases de equivalencia res- 
pecto de 1-Is: 


(DR101) Eq-1-45 =ar € 0 (y) [xe a > [y s a <> 1-15-xy]]). 


Según (DC52), el número cardinal 1 es la clase de las clases coordina- 
bles con la clase (x). Es entonces claro que es un miembro de la clase de 
las clases de clases coordinables, Eq-1-1s. Lo mismo vale de cualquier nú- 
mero cardinal definido como lo está el número 1 en (DC52%). Consiguiente- 
mente, podemos decir que la clase Eq-1-Is es la clase de los números car- 
dinales, y definir del modo siguiente que « es un número cardinal, un 
miembro de la clase de los números cardinales, a la que llamaremos “N” 


(DR102) “ue N' =p e Eq-LAS, 
En general, la clase, N, de los números cardinales se definirá: 
(DR103) N Tar Eq-1-1s. 
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Ahora bien: las estructura s qu uedaron definid 
como las clases de equivalencia res pecto de iso 
tructura (una estructura E se definirá pues: 


gen 
ZO5, (DR95) 
«é es una 1-es- 






(DRÍ104) “asisto ae Eq-1-4s, 


Una l-estructura es una clase de clases 1-isorsorías, De (DRI104) obte- 
nemos 


(DRI105) L-Str ar Eqri-1s, 


Y de (DR103) y (DRIOS) la siguiente definición explícita de la clase de 
los números cardinales: 


(DRI06) N =a 1-Str. 






Dada la correspondencia entre clases y propi meonádicas, pode- 
mos considerar a (DR106) como una definición ta de la edad de 
ser un número cardinal: los aúámeros cardinales son las estructuras moná- 
dicas, 









admitir que 
va: dos clasez 
mo ná mero cdo 





La ampliación del coneepto de isomorfía a las celoso: 
la potencia de una clase, su número de miembros, es una estr 
tienen la misma estructura (son isomorfas) cuando € 
miembros (el mismo número cardinal). Esto * 
gica; la generalización de los conceptos de nos a 7 
una consideración cualitativa de la cantidad. La genoraft e que se trata, 
y cuyo desarrollo explícito, tal como aquí lo hemos et ado, se debe a R. Carnap, 
no es pues sólo interesante porque suministra una dofinia íoita del con- 
cepto de número cardinal, sino también porque da un dom 


bn de conceptos y de ra 


frecuentes en las ciencias 
















tal a 











sobre canti- 


dades y aaa que son me en las 


sociales. 
Series, —Se llama “serie' (Ser) a toda relación irroflexiva, transitiva y 

conexa: 

(DRIOCT) Ser 4 F[Rslrrefla Re Transa Ro Conoxl, 

a bien 

(DRIO7a) Ser = 


prat 
a 
Jona 


Tras M Conex 


Las series son, naturalmente, asimétricas. 

Obsérvese que, al igual que las isomorfías, una : 
una relación. Si no se amplía el concepto, no puede Y 
por ejemplo la clase la, E, 0), sea una serie, pues una 
misma seriada (ordenada serialmente), y puede dar de 
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(en el caso del ejemplo: (a, e, b), (b, a, e), etc.). Sólo en un sentido am- 
pliado o generalizado puede llamarse “serie” a (a, b, cj. En sentido prima- 
rio, la serie aludida al hablar así es la relación inmediatamente-anterior-en- 
el-alfabeto, con un campo, 2 = (a, b, c) =(4c, a, b), etc. Por eso podría 
ser útil acostumbrarse a llamar “seriación” o “clase seriada” a lo que corrien- 
temente llamamos “serie”, y “seriadora'”, por ejemplo, a la relación corres- 
pondiente, abandonando la palabra “serie”, ambigua por su referencia a 
clases y a relaciones. Russell y Whitehead usaban la expresión “relación 
serial, 

Ejemplo: la relación menor-que es una serie —o “seriadora” en el 
campo de los números naturales. 


Funciones. — El carácter fundamental de la noción de relación — y de 
la lógica de relaciones, por consiguiente — puede apreciarse al observar su 
íntimo parentesco con el concepto de función, igual que antes hemos visto 
el que tiene con el de estructura, 

Intuitivamente es claro que una función es un esquema relacional, 
puesto que es un sistema de correspondencias univocas entre valores. Por 
eso una determinada aplicación de una función puede expresarse mediante 
un enunciado relacional. Por ejemplo, a propósito de la función seno, po- 
demos escribir, en vez de 


(108) sen 90 = 1, 
(109) R1 090, 


simbolizando “R' el predicado diádico “ser-el-seno-de”. 
Análogamenteo, si la función es la que conocemos por el functor *”, po- 
demos escribir, en vez de la expresión funcional 


(110) =Ppog, 
la expresión relacional 
(11) Ngp, 


simbolizando por “N” “ser-la-negación-de'. "Ngp” se leerá: “q es la nega- 
ción de p”. 

Esta traducción de expresiones funcionales a expresiones relacionales 
sugiere la idea de una traducción inversa, es decir, de expresiones relacio- 
nales a expresiones funcionales. Tal traducción inversa está sometida a 
ciertas limitaciones, como veremos. Su realización equivale a abstraer de 
una expresión relacional una función: por ejemplo, de (111) (110), de la 
relación N la función . Para indicar esta abstracción funcional suele usarse 
el operador “A' (lambda), introducido en este sentido por A. Church. Si 0 
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es una fórmula, entonces A eE (Y se lee: la función de x tel que X'. Con 
esta notación puede escribirse: 
(112) re ap A y [Tx Na L 


¡ón a un enun- 





De (112) obtenemos la definición de la aplicación de la É 
ciado p: 


(13) p=Ay Ha Nayl p 
Una lectura de 035 puede ser: la negación funcional de “y es la aplica- 
ción a “pg de la función que consiste en ser sogr o de la 
relación diádica N'. La abstracción funcional pen pues definix fun- 
ciones con ayuda de relaciones, 

Como primer resultado de la anterior discusión tenemos lo siguiente: 
toda expresión funcional de n argumentos (y un valor) puede traducirse 





¿5 


arremno 
MEMO 








dl 


por una expresión relacional de n + 1 argumentos 
(TRI14) AU E A E 


La notación de (TR1LA) es bastante grosera, porgue deja cosas 7 implícitas, 

pero nos bastará aquí, porque no olrece diúcultad a la Ha! 

o Em) debe entenderse según la corriente lectura mator 
La afirmación inversa de (TRII4), a saber, 












(Ba fa LA 0 ea A a Ls y 00 0 
que podría creerse segundo resultado de nuestra dis 
mos “traducción inversa”), no es en cambio válida; ii 
cional puede traducirse por una expresión funcional, sino sólo las expresio- 
nes de relaciones para cuyo primer lugar de argamorto Raya siempro un 
individuo (para cada clase de argumentos de los lugares 2 a n + 1) y sólo 
uno (de modo que se trate de relaciones l-univocas). Sóle con estas condi- 
ciones hay valor en cada caso y éste está anívocamente dete do para 
cada conjunto dado de argumentos. Pues si la relación no es unfvoca en el 
lugar 1, la función correspondiente tendrá varios vnloros par: os mismos 
argumentos, lo cual es incompatible con la noción de fu . Y si para 













una serie de argumentos para los lugares 2a n +1 das Mm ono tiene 
argumento para el lugar 1, entonces la función corr ciento no estará 
definida para esos n argumentos, Por eso sólo podemos 2fnmar, en vez de 
la. “traducción inversa”, lo siguiente: 

(PRIUS) (BO [Rae L-Un a dea) o a E Ra se 


—> Aaa [2,Xixo reo Xp > Pros a stas) —= Xx 


Por último, (TR114) y (TR115) sugieren un modo de 
2 ; 


función (la clase, F, de las funciones) por la de relr 


z la idea de 
riones 3orán 
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abstractos de relaciones de las características dichas. Cuando hay una 
función, hay pues también una relación de esa naturaleza, y de la cual ha 
sido abstraida la función. El siguiente esquema de definiciones sugiere esa 
idea. De él pueden obtenerse efectivas definiciones para N = 1, 2, ... 


(DR116) Fu Fea Bra [Rua e LUnA 
Ax) 0. (Una) A [Ba 1% a] A 
A [Ro XiXo ... Xp Ín (Xa, -<-, Xaa) == 11] 


Como resultado general de esta discusión puede decirse: todas las fun- 
ciones son relaciones, pero no todas las relaciones son funciones (sino sólo 
aquellas que son unívocas en el lugar de argumento 1 y tienen siempre un 
argumento para dicho lugar). 

(Ejemplo: de la relación diádica padre-de puede abstraerse una función 
de un solo argumento. Pero no, puede abstraerse una función de la relación 
diádica hijo-de, que no es l-equivoca). 


PARTE CUARTA 


LOGICA FORMAL Y METODOLOCIA 


Cariruro XVI 


LA DIVISIÓN Y La DEFINICIÓN 


31. Lógica formal y metodología. — En los viejos 
solían aparecer cuestiones que no p pueden estudia me de u 
desde el punto de vista formal, por «que pertenecen a l 
descubrimiento o de exposición de verdades materia cines en las ciencias, 
Puesto que esas cuestiones se reberen a la materia del conocimiento, no 
hoy día en los 



























manuales y tratados de lógica, Pero esos temas son, 
tíbles de consideración formal, y también es posibl 
lógica de sus aspectos formales. La considor 
una interesante aplicación analítica de la lógica, digna de atención » desde 
el punto de vista del científico positivo (cfr. 14). 


“Método” es palabra usade con diversas signiien ciones, Es corriente 





hablar de método a propósito, por ejemplo, de la deducción — “método 
deductivo” —, y también a propósito de cadenas de opor industia- 
les, como el “método de las cámaras de plomo” en la j 2 qué 





Común a todos los usos de la palabra “método” es la rote 
de operaciones ordenadas y encaminadas a obtener un y 
el resultado que se busca es la adquisición de un conoci 
misión, se habla de “métodos teóricos” (“heuristicos” 
pectivamente). Éstos son los únicos que nos ínto 
cMógicas que vamos a Con 7 
de vista lógico en este capítulo y en el siguiento son los que sol 
en los viejos manuales de lógica: 1 la división, la e : 
Los tres están relacionados entre sí en el método de las cienci 
sión (o clasificación) sermministra muchas veces los 
ción, Esto ocurre de modo prototípico en la sister 
los principios de la definición de las unidades 
ejemplo), son los mismos priacipios con los que se c 
Á su vez, la definición precisa la extensión, por eje 
fenómenos, y por eso puede ser punto de partida de una di 


a a una serle 
ado, Cuando 
Fo O Su tras- 
Ácticos”, res- 
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fenómenos, y también un requisito previo a cualquier afirmación general 
(obtenida por inducción) acerca de esos fenómenos. A la inversa, las in- 
ducciones conseguidas afinan las definiciones de «ue parten, al enriquecer 
el conecimiento que tenemos de los fenómenos estudiados. 


92. Noción metodológica de la división. -—— Tradicionalmente se define 
la división como una expresión (correspoudiente a una operación) que dis- 
tribuye una cosa o un nombre por sus partes. Por “cosa” hay que entender 
“concepto” (normalmente: “clase”), es decir, algo abstracto; pues la división 
en sentido metodológico no es un desmembramiento como el que puede 
operar un camicero con una res, sino una diferenciación entre elementos 
significativos, entre subclases de una clase dada, o entre usos de una ex- 
presión. 

Los elementos de una división son: el todo que se divide, o clase divi- 
dida; las partes en que se divide, o clases dividentes; y el punto de vista 
según el cual se practica la división, al cual se llama “principio” o “tunda- 
mento” de la división. Por ejemplo, cuando en Í tomábamos como pro- 
piedad característica del vegetal el ser autótrofo, lo estábamos distinguiendo 
dej animal, como heterótroto que éste es. El todo de la división eran Jos 
seres vivientes; las partes o subclases dividentes eran la clase de los ani- 
males y la clase de los vegetales; y el fundamento de la división era el 
modo de nutrición, Este ejemplo Lustra también la relación entre división 
y definición en ciencias en las que la descripción y la clasificación (la siste- 
mática) de objetos tengan mucha importancia, 

No nos interesa aquí recoger las clasificaciones de la división misma que 
aparecen en los viejos tratados, pues esa clasificación no tiene mucha rele- 
vancia lógica, sino sabre todo metodológica, Interesantes desde un punto de 
vista formal son, en cambio, las llamadas leyes de la división: 


1L*: el fundamento de la división debe mantenerse constante du- 
rante toda la operación; 


2.2: la suma lógica de las subclases dividentes debe ser igual a la 
clase dividida; 
3.*: las subclases dividentes deben excluirse mutuamente. 


¿xpresemos formalmente esas leyes, 


23. Disyuntividad y exclusión mutua. — Lo primero que podemos 
hacer es expresar, con ayuda de la lógica de clases, las situaciones en que se 
:umplen las 1 22 y 3.2, Dada la clase dividid ] bclases divi 
cumplen las leyes 2.1 y 3%, Dada la clase dividida, «a, y Jas subclases divi- 
dentes, %, 0%, .--, %, tiene que valer, según la ley 2,2, 


(La) aUmaU.. UU =% 
y, según la ley 3,, 
(La) (aa) leizj>aD0a=A]. 
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Á veces pueden ser más cómodas otras expresiones de esas leyes: 
(15) (CO lxsa oe tv 8 de Y... 2 a). 
(25) (a) li > (0 lr: o lxcoa os a) 1). 
(1c) lana lUlena UU... U la al =<« 
(Le) (ata) leia lee a lana] = 4] 


Las notaciones (c) se basan en que de (la) y (í 


(3) Si as es cualquier subclase dividente de e, entonces: 





pS 
Sra 


(e) [a Ma == a 


(3) recuerda el teorema de la lógica de clases 





(a [VD a= al. 


boe 


Esto puede interpretarse diciendo que en toda división ia clase dividida 
se toma como clase universal, 


24, El fundamento de una división. — Cuan 
el todo dividido y las partes dividentes a consider 
visión, se abandona el lenguaje, de clases para ado opta 
Pues es claro que el principio de la división está com 
que se usan para construir con ellas las subclases et 
los individuos para ver si presentan o no alguna de es 
La operación de dividir está pues relacionada con el pri 
ción de clases a partir de fórmulas predicativas monádio nando 
una división se contempla desde el punto de vista de su amerta y prin- 
cipio, es pues adecuado expresarse en el lenguaje de la lógica de predica- 
dos, O, por lo menos, utilizar también éste en combinas! 
lógica de clases. Aprovechemos esta relexión pare trate 
guiente: ¿cómo pucde expresarse el fundamento de 
ley 1* de la división, que se refiere al fundamento? 
Por de pronto observaremos que la relación entre predicados y clases 
— expresada por el principio de abstracción — se da como es 
natural, para la clase dividida. En el caso del ejem , la clase 
(en sentido lógico, no de sistemática biológica) de los sera tes corres- 
ponde a un esquema del predicado monádico “ser-vivi 
de la división de esa clase en animales y vegetales e es, 









do se 3 


as 
Ls» 











no tiene, sin embargo, la precisión . suficiente para expres 
pues "tener un modo de alimentarse” no puede ser el proc 
la división a que estamos refiriéndonos: tanto los an 
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getales tienen algún modo de alimentarse. Este predicado “tener un modo 
de alimentarse” corresponde por tanto también a la clase de los seres vi- 
vientes, y con él no pueden obtenerse las clases de los animales y de los 
vegetales, 

En el caso de nuestro ejemplo, el principio de la división debería pues 
expresarse mediante una fórmula que contuviera los dos predicados — “autó- 
trofo' y heterótrofo' — de que se abstraen o construyen las clases de los 
vegetales y de los animales, respectivamente. Si esos predicados son “A” 
(autótrofo”) y “EP (heterótrofo), la clase de los vegetales podría definirse 
con el abstractor de clases a partir del esquema “Ax”; 


(4) o = [Ax]; 
y la clase de los animales: 
(5) Bi. 


Basándose en (4) y (5), la clase, y, de los seres vivientes podría defi- 
nirse por 


(6) y = Í [Ax v Ha]. 


Pero lo normal es que la clase dividida (y) se haya abstraído de un 
predicado menos analítico. 

Entonces la fórmula predicativa monádica siguiente, consecuencia de 
(6), podría considerarse como expresión del principio de la división consi- 
derada ((G” es el predicado del que se ha abstraido la clase y): 


(7) (0) 1Gx—> Ax v Ha]. 


Prescindiendo ahora del ejemplo animales-vegetales, consideremos en 
general cómo debe expresarse, desde el punto de vista del fundamento de 
la división, la situación expuesta por las reglas 2.* y 32, Supongamos una 
clase, a, obtenida por abstracción a partir del predicado “P” (propiamente: 
a partir del esquema *Px') y dividida en n subclases, construidas por abs- 
tracción a parti de los predicados “Py”, “Pf, ..., “Pa” respectivamente. En- 
tonces, según la ley 2,2 debe valer 


(1d) (O) [Px=> Pray Pex vw... w Par]. 


Y según la ley 3.* debe valer, para cualquier par de predicados divi- 
dentes, “Py, “Py, 


2d) cizji>a [Pio [Pra Pal 


Ahora vamos a ver que no es necesaria una formulación de la primera 
ley de la división, pues su contenido está ya presente en (1d)-(2d). En efecto: 
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Ep? “ez 


co Py no cumple con la 
ip “eutótrofo” a 





aún supuesto (1d), si uno de los predicados 
ley L* (referirse, dicho intuitivamente, al pred 
“modo de alimentarse”), entonces no va a haber ninguna garantía de cons- 
trucción de que se cumpla (2a), Esto puede verse concretamente con el 
anterior ejemplo de división de los seres vivientes, de cual, por ser die 
O sea, del tipo más sencillo de división, nos ofrece 
En una división dicotómica, los predicados 'Py' y “P 
trofo) se comportan como “Py” y “m. Pf, o como “Pa y mu Pe, o, en general, 
como “Q' y  Q'. De squí que (ld), en el caso dicotémico, pueda expre- 
sarse por 


Pr, 
icar 











(Le) (x) [Px-> Qu y — Ox], 
y (2d) por 
(28) (2) [Px > += [Oz a - Qa]]. 


peas 
53 
— 


Pero ahora podemos observar que (2e) equivale a ( 


(Le): (2) [Px —» — [Ox a - Qu] ] 
€ (x) [Pa o QA e Qu] 
> (1) [Px=>  Qí Y Ox] 
e (2) [Px=> Qx y - Ox]: (16). 


cn 2s y 3% s6 


CODIeTY ar 







Así pues, en el caso de la división dicotómica, las dos le 
funden en una sola, que puede expresarse por (Le); o, sí se 
la notación inicial, “Py E “Pz, de los predicados dir 
conjunta que resumo la dos leyes 2,2 y 3,% para la divi 
expresarse mediante el functor veritativo de heterovaloncia, fi” (cfr, 70, 72), 
al que podemos simbolizar con el aspa, “X”, propuesta por Touchajs: 





la nueva ley 


a puede 


(5) (0 [Px > Pix Pax. 







3 


Supongamos ahora que se hubiera hecho, con violación de la ley 1,, 
una división dicotómica de los seres vivientes en nos entótrofos 
CP) e individuos sin función clorofílica (Pa). Esta división no 0 mple 0D, 
pues "Py" y “Py no están en la relación expresada por el fenctor “X”, o sea, 
no se comportan como (Y y O” (y esto independientemente de que, 





£ 


además, es un hecho empírico que hay seres autótrolos sin Ínnción e 
propiamente dicha: la afirmación de que esa división viola 9) valo fo 
mente aunque no hubiera tales individuos autótrofos sin froción closotilt ica, 
Pues tampoco en este caso la exclusión mutua de las clases De tivas 
tendría razones formales, es decir, por mera n y sin atender a 
los datos empíricos (salyo que se definiera un concepto por el otro). Así 
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pues, cel incumplimiento de la ley 1.* implica el incumplimiento de la ley 
conjunta (I). Por tanto —según una ley de la contraposición (teorema 
(TE5)) — el cumplimiento de la ley conjunta (1) implica el cumplimiento 
de la ley 1.*. Así pues, para la división dicotómica es superfluo sentar tres 
loyes, dos de ellas referentes a clases y una al fundamento. 

Ahora bien: esta reflexión puede extenderse a cualquier división, aunque 
no sea dicotómica, a causa de que en una correcta división n-tómica un 
predicado dividente cualquier, *P/, está en la relación dicotómica (1) respec- 
to de la disyunción de los demás n-1 predicados dividentes. Es decir, 
que vale 


(la) O [lis [Pa x[PaxvPav.. vPix vw Pax... v Pax l. 


En toda correcta división n-tómica de una clase, «, vale, en efecto, que 
si un individuo es clasificado en la subclase f£ abstraída del predicado divi- 
dente “P¿ entonces no puede serlo también en la subclase de « comple- 
mento de $ respecto de a, «—f, abstraída de “P, wP2w... v Pia v Pis Y 
y... Pa. (Cfr. notación molecular de los predicados, 75.) 

Ahora bien: toda división n-tómica puede obtenerse mediante una 
serie de n-1 divisiones dicotómicas al mismo nivel. Esa reducción puede 
proceder así: primero se divide la clase total, a, por 


P,v[PavPavw...vPa] 


Llamemos f a la clase abstraída de *Py' y y al resto, que es la clase abstraida 
de "PawPsv...vP,. y se divide entonces por el fundamento 


Poy [Pg vw... vP,]. 
Y así sucesivamente. Cada vez valen: 


Piv [Pra Vo... v?P,) 


[PLA ¡A JA vPa] 
si la división es correcta. O sea, cada vez vale, si la división es correcta: 
PX [Ps vr... 1 Po] 


Por tanto, la situación lógica en una división n-tómica puede reducirse a 
la que es característica de la división dicotómica. 

La anterior discusión debe completarse con un hecho que más adelante 
(95) valoraremos: lo más importante (desde el punto de vista formal) en una 
división es la exclusión mutua de los predicados dividentes. El agotamiento 
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de la clase dividida por las clases dividentes que está, dosde hnego, conte- 
nido en (la), se toma, en cambio, como un dato, y no es relovante para la 
discusión formal, Asi, por ejemplo, la incorrecta divisi los Seros 
vivientes en individuos sutótrofos e individuos sin funci: : ica (en 
sentido estricto) puede perfectamente ser exhaustiva p > SOX vivo 
pueda incluirse en ella (ya que no hay heterótrofos con f clorofílica, 


Pero eso es una cuestión emplrica, sin relevancia formal lermo se ve por 
la anterior justificación entre paréntesis). 


Mientras que la relación de exclusión mutua es forma 


to definible 
s hetero- 

















y comprobable, vale por la pura significación de los pro 
valentes, sin necesidad de apelar a los datos emplric: 
pondiente es precisamente la violada por la división tn 
mos de comentar. 

Podemos pues concluir que la tradicional enumner 
de la división es superabundante, A causa de un 
no distinguir entre lenguaje de clases y lenguaje de pt 
tradicionales han dicho en la ley 1,2, con lenguaje y* 
que decían en las leyes 2.2 y 3% con lenguaje de clases, 
más que una ley, es una descripción del punto de vista 
división que se le somete a examen: admitir que el cto 
de la división ba agotado con ella el = Si dis 


Observemos, por último, que cuando una división se s la ope- 
ración puede expresarse, desde el punto de vista del fun , Por una 
fórmula análoga a (la), pero en la cual, en vez de encontrar predirados 


atómicos en disyunción, encontramos conjunciones de pre atómicos 
en disyunción. Por ejemplo, supongamos que después de la « 
sada por el fundamento (Ta), la clase abstraida de cado “Py 
vidida en subclases (no necesariamente el mismo número de s 
cada “Py), abstraídas de los predicados Po Po Ls Po 
principio complejo de dichas división y subdivisión puede ex; 








(1b) (10656) [Pa> [Pa Ps lex 

XlPAP wo... v Pal, le [PAR Ie... v 

A Pi 341 
Y [PAP, ]vw. Via. PraPallzl 
detaMada, 

(BD) [liso iia PiviPlaPa ro. v lPrA PJ] Y 

Vo v[PraPao vo. vo iPna 0.11%) 
(152) i=jiras mt llas a [Py a Pila] 
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95. Un ejemplo de división. — Estudiando ahora un caso concreto, 
aunque muy sencillo, de división efectivamente utilizada en la ciencia, 
podremos apreciar a la vez dos cosas: que el análisis lógico de la operación 
relleja bien su estructura; y que es, en cambio, insuficiente para tomar las 
decisiones básicas en la práctica del procedimiento. 

El orden Eubacteriales comprende la mayor parte de las bacterias, 
las bacterias unicelulares no ramificadas. El predicado “unicelular-no- 
ramificada” es el que permite la abstracción de ese orden. Los biólogos 
dividen el orden Eubacteriales según un fundamento o principio complejo, 
basado a la vez en la forma y el modo de división de los individuos según 
dimensiones espaciales. Á pesar de haber escogido este ejemplo por su 
sencillez, puede apreciarse que ya en él no va a haber simples predicados 
atómicos *P.' ni en el primer estadio de la división de ese orden, sino pre- 
dicados moleculares (en conjunción). Los predicados atómicos con conjun- 
ciones de los cuales se componen los predicados de que se abstraen las 
subclases (familias) de Eubacteriales son, en la división más breve de 
este orden: 

P, : ser esférico. 

Pa ; ser cilíndrico no encorvado ni arrollado. 

Pa : ser cilíndrico arrollado o encorvado. 

Q1 : dividirse según una sola dimensión espacial, 

Oz : estar indeterminado en cuanto a dimensiones espaciales de la división, 


Con esos predicados atómicos (aquí algo simplificados) los biólogos 
han compuesto los siguientes predicados moleculares para la abstracción 
de las subclases (familias) del orden Eubacteriales: 


Ps A Q2, del cual se abstrae la familia Cocáceas (a la que pertenecen, 
p. e., los cocos). 


P2AQ1, del cual se abstrae la familia Bacteriáceas (a la que pertenecen 
las bacterias y los bacilos). 


Ps A Q,, del cual se abstrae la familia de las Espiriláceas (a la que pertene- 
cen los vibriones y los espirilos). 


Con nuestra notación (desmembrada), la división de Eubacteriales, si 
“P” es el predicado “eubacterial”, debe expresarse, desde el punto de vista 
del fundamento o principio, como sigue: 


(1b1a) (2) [Px—=> [[P a Qal v [Pe a Qu] y [Ps a Q3) 2, 
que expresa el agotamiento del orden, y 


(1b2a) (9 [Px=> [-[P,aQ2a Por Qila [Pra Qaa Pra Qu] a 
Aa [Pra Qra Para Q:1] x), 
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que expresa la exclusión recíproca de los predicados < 
se abstraen las familias. 

Este ejemplo nos permite ilustrar muestra discusi n de 9£ (Ib2a) 
formalmente (semánticamente) verdadero por Ss Ed inión de los predica- 
dos, ya que en cada conjunción negada en (bla; h hay dos predirados que 
se comportan como O” y "$, a saber, los de misma letra y distinto 
subíndice, En cambia, (Ibla) no es formalmente válido. No hay razón 
formal por la cual deba excluirse, por ejemplo, un pre lo “TPAA 221 que 
fuera “forma triangular e división según dos dimensiones espaciales”. El 
que no exista una clase de bacterias abstraible de ese predicas 
cuestión empírica, no fosmal, Por esta razón, en vez de escribi: “>” en las 
fórmulas que recogen la ley 2.* de la división, hemos 
do >, lo cual equivale a afirmar, en la primera vers guaje de 
clases de esta ley, *C” en vez de "=, que fue lo es al es la 
formulación tradicional de la misma. Esto significa que lo formalmente 
exigible al examinar una división no es siempre la identidad er 
lógica de las clases dividentes y la clase dividida, sino la ; 
la. primera en la segunda, Cuando se exige la identidad, colo debe hacerse 
sin pretensión empírica, sine entendiendo entonces 1 ción corso basa- 
da en una definición de la clase dividida por la suma de las clases divi- 
dentes, y reservando al juicio del científico positivo la dl : acerca de 
si ese modo de considerar le situación es correcto. 





s de los que 





























tro la suma 









26. Noción metodológica de la definición. - — Dieta 
minar o delimitar. La definición es 
en caracterizar suficientemente una noción para » del 
de otras, A esta función de la definición en el mé 
noción tradicional de la misma, inspirada en Áris 


vr sienifica deter- 


E] 






mind 





os 


sa 


es 








la e 











una expresión (terminius complexus, como la división) que ox a la na- 
turaleza de una cosa o la significación de un térroj 
La clasificación tradicional de las definiciones € Te odo 





dos grandes clases, ya sugeridas por la definición m 
definición real, que expone la naturaleza de una cosa, 
nal, que expone la significación de un término, Esta o 
ciertas observaciones necesarias para poder considerar fo 
Por de pronto, la definición, incluso desde el punto de y 
gico y no ya sólo desde el punto de vista formal, es una 
lenguaje, en un lenguaje. Otras operaciones de los máto 
— como pesar u obtener preparaciones microscópicas — no 
te contenidas en un lenguaje. Pero el definir, por su 02 
mente teórico, tiene del todo lugar en un lenguaje. La is 
definiciones nominales y definiciones reales no debe, pues, ento 
sentido de que las primeras sean Sporaci nos ling 3 
no: unas y otras son expresiones, “términos complejos”, 
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En segundo lugar, la definición real no debe entenderse como una deter- 
minación o delimitación de la “cosa” definida: la naturaleza real de almen- 
dro no puede ser delimitada o definida porque el botánico la defina; la 
naturaleza en cuestión — si tiene algún sentido preciso hablar asi — tendrá 
su identidad con independencia de cualquier actividad del botánico, in- 
cluida Ja de definir. Por tanto, lo determinado será a lo sumo el concepto, 
la noción, y no la cosa misma a que se refiera la expresión definidora. 

Al tratar de la lógica de clases hemos establecido definiciones reales 
en este sentido, Por ejemplo, la definición (DC14) de 77, 


—am=a io asal, 


se presenta como una definición real: así puede interpretarse la ausencia 
de comillas; esta ausencía de comillas indica que las expresiones "—«' y 
Gloxea]' eran en (DC14) usadas, pero no mencionadas. Lo mencionado 
era la clase — «. Pero es claro que el sentido de esa definición es decir que 
la clase — a cs ¿ ]oxea]. —u y ¿[o xea] no son dos “cosas” distintas, 
sino sólo dos conceptos distintos, dos sentidos en que se piensan unos 
mismos individuos, dos modos de referirse gráficamente a unos mismos 
individuos. En un caso, el de — e, dando simplemente un nombre a su 
colección (que es un abstracto); en el otro, el de B|. x.: a], pensándolos 
a través de la operación de abstracción que ha servido para coleccionarlos 
(para construir aquel abstracto). 

La anterior reflexión nos enseña que sólo prudentemente puede hablarse 
de definiciones reales. Puede incluso admitirse que toda definición real es 
al menos traducible a una operación nominal de las que suelen llamarse 
“definiciones ostensivas”, o de “palabra-cosa” (KR. Robinson), si bien hay 
autores que no consideran que estas Operaciones sean propiamente deñ- 
niciones. Una definición ostensiva es una definición nominal que consiste 
en declarar la denotación de un término señalando materialmente la cosa 
que se desea nombrar con él. Por ejemplo: “ése de la izquierda es Juan”. 
Pues bien: la definición (DC14) puede traducirse a una definición de la 
expresión “— «* parecida a las ostensivas; una definición que dijera: “— a 
es la de la expresión (materialmente indicada en la pizarra) % | xa)”. 
(Robinson distingue, sin embargo, entre definiciones reales y definiciones 
nominales de palabra-cosa.) 

En resolución, puede decirse que la distinción centre definición real 
y definición nominal se refiere sobre todo a la intención y a las necesidades 
del que define. La intención del que define y sus necesidades son, dicho no 
subjetivamente, el lenguaje en que se formula la definición, o el estado 
del conocimiento científico en el momento de definir. 

La gran importancia dada por los lógicos tradicionales a la idea de 
definición real se debe a motivos metafísicos. La metafísica aristotélico- 
escolástica pensaba que es posible captar la llamada “esencia” de una cosa 
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(que no sería lo que solemos llamar “esencial” de una cosa en el lenguaje 
cotidiano, sino algo que determinaria su ser Sal o cual cosa) y expresarla 





ES 


mediante la conjunción del” género próximo” a que la cosa pertenece con 
la “diferencia especifica” que distingue la especie o clase a que and 

esa cosa dentro de aquel género feláse dividida). Asi, la def 
circunferencia como Aigura cerrada y plana cuyos puntos e: 
otro llamado centro sería una definición real del tipo más D 
cial”), construida mediante la ón del género 1 
rrada y plana (como tembién la elipse, por ej O a la dife 
especifica — equidistancia de sus puntos respecto del centro ( a a de 
la elipse, por ejemplo). Esta noción suscita la siguionte cr ia noción 
de género próximo es relativa al lenguaje en que se hace 1 ición, o, 
lo que es lo mismo, al estado del conocimiento científica en el momento 
de definir. En vez de figura plana cerrada, por ejemplo, los 1% 
tría dieron luego, como “género próximo” de la circunf cia, sección 
cónica, (Esta observación fue hecha por el historiador de la filosofía 
Veberweg.) 

También pues por este camino ¿legamos a la conclusión de que cual. 
quier definición, incluidas las de intención o sentido real, es relativa a un 
lenguaje. Precisamente por eso es el tema de la definicis ptible de 
consideración formal, Ésta descubre en los sistemas o ton 
de definiciones, de las que vamos a ocupamos. 

Pero antes mteresa recordar dos de las varias leye 
establecidas por los lógicos tradicionales (las demás que 































lod TOR 





2 


son de interés metodolágico y didáctico-psicológico). Esas dos leyes son: 








la Lo definido (defintendin) debe ser convertible con 1 
niens). O sea; entre la expresión definida y la def 
algún tipo de equivalencia, Esta exigencia está 
nición formalmente propuesta en este libro medin: 
notaciones +>af O “Tra, sugeridoras de dicha relac 
de las equivalencias. 

2.2 La definición no debe ser circular. O sea: el d dum 
contenido en el definiens. Esto no quiere den que ningrr 
de los situados a la izquierda de “asf o “=ref (definiend 2 en o 
amplio) pueda estar también entre los situados a la derecha de csos 
símbolos. El que no puede estar más que a la izq : es el símbolo 
que realmente se desea definir (definiendum en sentido estricto). Por 

ejemplo, la siguiente definición no es circular si ES es ya previamente 
conocido y si se entiende como una definición de “4' por “y”, 


a o (defi 
, debe baber 
en toda def- 
el uso de las 
de la familia 
















ipaq Sa Prog. 


$7. Definiciones sintáciicas. — Una definición sintáctica es une regla que 
permite sustituir (con la ventaja de una mayor brovodad o sín ella) una 
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expresión (definiens) por otra nueva (definiendum) y a la inversa, sin aten- 
der a la significación de una ni de otra. Las definiciones sintácticas son, 
pues, más nominales, por así decirlo, que las que la lógica tradicional 
llamaba de ese modo. Pues las definiciones sintácticas, que son definiciones 
en un cálculo o sistema, no pretenden dar la significación de una expresión, 
sino simplemente establecer la sustituibilidad recíproca entre dos expre- 
siones del sistema. Una definición sintáctica es, por ejemplo, la siguiente: 


Pod oy —prd. 


si está dada en un cálculo sin interpretar. 

Lo más frecuente en un cálculo es encontrarse no propiamente con defi- 
niciones sintácticas, sino con esquemas de ellas formulados en el metalen- 
guaje, con variables sintácticas. En efecto, la utilidad de una definición 
sintáctica como la anterior consiste en que autoriza a sustituir cada fórmula 
de cierto tipo con “2” y “y' por una fórmula con >” sin “y ni, o a la 
inversa, Como seguramente se desea poder hacer eso con cualquier fórmula 
de ese género, y no sólo con “=p w q”, lo más oportuno es establecer dicha 
autorización con variables sintácticas, o sea, mediante un esquema de defini- 
ciones. Para el caso anterior se tratará del esquema 


[X Y] Sa XK y Y, 


que es (D2) de 45. 

Las definiciones recursivas que hemos usado varias veces, sobre todo 
para definir la noción de fórmula de un cálculo, pueden entenderse como 
definiciones sintácticas en el metalenguaje. Por ejemplo, la definición de la 
idea de fórmula de la lógica de enunciados puede servir para establecer 
que, en cualquier afirmación del metalenguaje del cálculo de enunciados, 
la expresión “Z es una fórmula del cálculo de enunciados” puede sustituirse 
por una del tipo Zes po Zes y,o..,oZes- X y X es una fórmula 
del cálculo de enunciados, o ..., o Zes X+Y, y X e Y son fórmulas del 
cálculo de enunciados. La efectiva traducción formal de una definición 
recursiva cualquiera a una corriente definición sintáctica es una tarea bas- 
tante complicada que ha ocupado a autores de primera importancia, Aquí 
sólo nos interesaba aclarar la naturaleza sintáctica de las definiciones recur- 
sivas en un cálculo. Las definiciones recursivas no hacen ninguna alusión al 
significado del definiendum, sino que exponen sólo su constitución gráfica. 





98. Definiciones semánticas. — Una definición semántica es una atri- 
bución de significación (denotación o valor) a un símbolo o una expresión. 
Las definiciones semánticas son, por tanto, propias de los cálculos interpre- 
tados, o sea, de los lenguajes formalizados. Las tablas veritativas que deter- 
minan el uso de los functores veritativos pueden considerarse definiciones 
semánticas de fórmulas con esos functores. Así por ejemplo, la tabla de “4” 
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podría traducirse por la siguiorto definición en el 





XaY a X vale Y e Y vale Y, 









Una definición semántica es una definición nominal en el sentido tra- 
dicional, pues lo que determina es [el uso de] ad expresión 

Cuando un cálculo está interpretado y es ya, por tanto, un enguajo, las 
definiciones sintácticas que se hubieran hecho en ls sen ) en semán- 
ticas. Pero eso no quiere decir que haya una correspon biunivoca 


entre definiciones sintácticas y definiciones semá tientos, 
Á una definición semántica pueden corresponder ve E S 3 sintác- 
ticamente distintas. Por ejemplo, supengamos un sistema 2 tico de la 
lógica de enunciados sin más functores primitivos que ”, “4, —, Después 
de los axiomas, la presentación del sistema puede contener la: entento defi- 


nición (entre otras): 


(D1) AvY ur lo Lar Y], 








Pero en vez de (Dl) el sisteraa podría presentar 
(Da) Xy Y a E Xx > YL 


Normalmente no presentará las dos: primero, porque entonces las reglas 
primitivas del cálculo serían de aplicación ambigua a fármo 

segundo, porque una de las dos definiciones basta colonlísticam 
gamos que el sistema contiene (D2) y ae (DI). Entonces, desde el punto 
de vista sintáctico, sólo (D2) es utilizable en dem 


son sintácticamente dos definiciones. 


ES 

















su semántica atribuyo la misma ML el mismo valo 
Ar YT que a [— X =>Y1', la semántica de dicho cálculo eontendrá 
mente una sola definición de “yv, la cual corresponderá a 
niciones sintácticas (D1) Y (D2) (y a cualquier otra sen : 
valente). (D1) y (D2) son dos definiciones sólo de cade el punto de vista sin- 
táctico, que no atiende más que a los símbolos usados, al aspocto gráfico 
de las fórmulas. La fórmula con doble flecha entre las dos expresiones 
definidoras, 


a 


Lies la Xan Y), 





será un teorema de la sintaxis, si las reglas de infore ada son las corri 
En su semántica, la afrmaci: repone 2 esa la 
es lo mismo definir “y por (Di) que por (122), o qua (DA) y (D2) 





son semánticamente la moisma definición. 











as, — En un 
n coda noción 


A 





399, Definicienes por al 


tracción, Definicionos ercado 
sentido amplio, puede considerarso definida por *Í tó 


ta 
Moor 
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construida mediante esa operación. Por ejemplo, la clase — «a puede en 
este sentido considerarse definida a partir del esquema —xe«” (o del 
esquema “. Pa) mediante la operación indicada por el abstractor de 
clases “£. (Cfr. 95,) 

En un sentido más estrecho se considera definidas por abstracción las 
nociones construidas a partir de una relación de equivalencia (cfr. 88), o 
sea, de una relación simétrica y transitiva. Ást, por ejemplo, la relación 
entre convecinos (en el sentido del ejemplo de 88), o relación de conve- 
cindad, permite abstracr de ella, como vimos, una serie de clases --— las 
clases de equivalencia respecto de convecindad, como la clase de los con- 
vecinos de Juan, la clase de los convecinos de Pedro (mo siendo Juan y Pedro 
convecinos), etc. —, y también ulteriormente, la propiedad de ser un muni- 
cipio, propiedad que corresponde a la clase de todas las clases de equi- 
valencia respecto de la relación convecindad. 

Las definiciones por abstracción realizan, en el terreno formal, algo que 
recuerda la idea de definición real, más precisamente, lo que suele Hamarse 
“definición rcal genética”, que expone la naturaleza de una cosa declarando 
cómo llega a ser o se engendra esa cosa. Una definición por abstracción 
expresa la creación o introducción de un concepto nuevo. Para seguir 
con nuestro ejemplo, si se dispone de la relación de convecindad, con 
ella puede obtenerse por abstracción el concepto de municipio, el cual 
es nuevo en el sentido de que permite pensar de un modo nuevo la realidad 
de los individuos dados. Pero debe observarse que la novedad que introduce 
una definición por abstracción es relativa al lenguaje en que se da, o sea, al 
estado del conocimiento, al repertorio de conceptos en el momento de 
definir. La definición de convecindad aporta algo nuevo en un lenguaje 
que, para el correspondiente universo del discurso, hubiera sido hasta 
entonces sólo relacional. 

El parentesco que acabamos de observar con la idea de definición real 
se da también en las definiciones llamadas “creadoras. Dada una teoria 
— señaladamente en la forma de sistema axiomático -—se dice que una 
definición es creadora en ella cuando hace posible demostrar fórmulas que, 
aunque no contienen más que símbolos primitivos, son sin embargo inde- 
mostrables en el sistema si no se da aquella definición. 

La definición creadora tiene pues en común con la definición por abs- 
tracción el introducir novedad y el hacerlo respecto de un cálculo o lenguaje 
determinado. Ási vemos que incluso las más reales de las definiciones son 
operaciones lingiiísticamente condicionadas. 

Suponiendo una teoría de la división de números naturales que no 
tuviera símbolo para cero ni tuviera definida la división por cero, las defi- 
niciones 


(D3) 60 [lx —x =a1 0], 
(D4) (0 [x/0 4 al, 
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siendo “Y una constante, podrían : 


creadora, pues con ellas se pod 


Í 
; € Í nta 
J LEA EE 


m 


b/a-a = 0/d-d, 


que sólo contiene simbolos primitivos de la teoría y no 
en ella sin (D3) y (D4). 

Las definiciones creadoras oscurecen la verdadera 
sistema axiomático, por ejemplo, y por eso deben evi! 











Carfruzo XVM 
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100. El planteamiento clásico del problema de la inducción. — En 20 
se recordó la definición tradicional de la inducción como razonamiento O 
inferencia que lleva de conocimientos menos generales a afirmaciones más 
generales. En el ejemplo de 20 se tiene el conocimiento de «que unas 
cuantas masas de helio, que se han observado, presentan la propiedad de 
que el producto de la presión a que están sometidas en cada caso por el 
volumen que ocupan es 22,441; de ese conocimiento el químico pasa a la 
afirmación, más general, de que toda masa de helio (reduciendo el alcance 
del ejemplo a este gas) tiene dicha propiedad. 

El paso de una afirmación a otra que se infiere de ella, paso que 
al formular reglas de cálculo representábamos con una raya horizon- 
tal, se expresa también frecuentemente por el Hamado “signo de aser- 
ción”, *F”, aunque éste no es el uso principal de dicho símbolo, A la iz- 
quierda de “|” se escriben las afirmaciones de partida (premisas del paso), 
y a su derecha aquella o aquellas a las que se pasa. Si simbolizamos por P” 
la propiedad del ejemplo recordado y por “as, “as, ..., “ey las masas de 
helio observadas, el paso inductivo que estamos considerando puede repre- 
sentarse por 


(1) Pas, PGs, ..., Pla + (DPx. 


“x' es una variable cuyo campo está constituido por la clase de las masas 
de gas (en el ejemplo de 20) o de las masas de helio (en la reducción que 
acabamos de hacer de dicho ejemplo). 

Cuando se trata de dunas un paso de “pl a q" pg, no da 
lugar a una afirmación deductivamente válida, “y”, más que si valen 'p => q 
y “p. Si éste es el easo, una aplicación de la regla de inferencia o modus 
ponens permite la afirmación de “q”. Es claro que esto no ocwre con (1). 
Pues si valiera 


(9) Para PaA...aPay> (OPx, 
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como la conjunción “Pa, 4 Paza... a Pen puede construirse con el conoci- 
miento que se tiene, con las premisas del paso (2), entone os (0) Px' valdría 
deductivamente, y el paso Ms sería un paso deducti ivo. Pero 2 no es formal. 
mente verdadero — no es uma implicación — más que Si 4d;, da, >, Uy SOB 
todas las masas de heljo, es decir, todo el campo de y. O sen, si vale: 


(3 (0 líxa, v Exas y... 111x050), 
lo cual, como es obvio, no es el caso: no se sabe que el número de las masas 


de helio sea precisamente 1, 

Como (3) no es verdadero, no vale la implicac 
es un paso deductivo. Esto suele expresarse dicien:: 

no permite afirmar (x) Px' “con certeza”. El ejemplo de 1 

Mariotte nos recuerda esta circunstancia, pues, como es sabido 
ciado no tiene más que una vigencia práctica, aprovimativ: ; 
aunque en otro tiempo, a falta de experiencia suficiente sobre la licuefacción 
de los gases, se le tuvo por una verdadera ley científica, 

Consideremos el caso de que (3) valiera. En vez de (2) podríamos escri- 
bir entonces: 













(4) Pa aPazga.. aaa Co) [xd e Liar e Ll > (0) Pxo 


(4) sí que es formalmente verdadero, y el — correspondiente del an- 
tecedente al consecuente está, por tanto, formalmente pitificado. Pero no 
responde ya al concepto de inducción, pues es un paso deductivo, y (4) una 
verdadera implicación. En realidad vale la uso; 








(5) Pa, aPaya ...aPana lo) loa, v Laa we Exa] O (xy Pa, 


(4) es deductivamente demostrable. Sin embargo, la tradición consideorá 
inductivo el paso correspondiente a (4): 


(6) Pay, Pas, «-., POp, La) [Lxca; y ÍxGg Y... v Exa] (0) Pz, 







”, La razón por 
a sra metafí- 
sc extensional 


EA 


o es el ante- 


Se amaba a este paso u operación “inducción comp 
la cual se consideraba inductivo este tipo de argurme 
sica: se basaba en distinguir entre una gene a m 
representada por los a primeros mofembros de la con! 
cedente de (6), por ejemplo, y ana universalidad 
de la esencia” del hecho, por así decirlo, que estaría sentada por el 
consecuente de (4), que es la conciusión del paso (8). Es claro que, aun en 
el supuesto de que esa distinción tuviera algún valor Slosáñca, formalmento 
no puede tomarse en conside : tanto el paso (6) cu 
la verdad formal de la implicao ción (4), son deductivos. 

Podemos, por tanto, considerar que los casos pro 
aquellos en los cuales el campo de la variable genera! 













arén su Eindamente, 










tivos Ss0n 
nuestro 





es 
rx en 
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ejemplo, tiene un número cardinal (si lo tiene) mayor que el número car- 
dinal, n, de la clase de los casos observados. Ésta es la situación en el 
ejemplo de 20 y en su versión restringida al helio, (1) de esta sección. (1) es 
una instancia de lo que tradicionalmente se llamaba “inducción incompleta”. 
Recoge una situación muy corriente en la ciencia empírica, y su significa- 
ción es principalmente metodológica. La justificación del paso (1), si la tiene 
— es decir, la justificación de una afirmación del enunciado (ax) Px” solo —, 
es una tarea de la teoría del método. Formalmente es injustificable, porque 
su supuesto deductivo o formal, (2), no es una verdad formal, 

Pero eso no quiere decir que el problema de la inducción no sea suscep- 
tíble de más análisis formal que el poco que nos ha sido necesario para 
llegar a la anterior conclusión negativa. Por uma parte, es posible precisar 
más la situación desde un punto de vista lógico, no de teoría del método 
o teoría del conocimiento. Por otra parte, es posible encontrar un modo de 
construir una teoría formal de la inducción. Lukasiewicz ha ofrecido una 
interesante esquematización para aclarar el primer punto, Carnap ha sumi- 
nistrado el intento más importante de solución para el segundo. Las si- 
guientes secciones 101-107 pueden leerse como una introducción a las ideas 
de esos dos importantes autores, 


101. El esquema reductivo de Lukasiewiez. — Si los dos componentes 
principales de (1) de 99 se encontraran en posiciones invertidas, 


(BD 0) Pa Pas, Pao, ..., POn, 


se tendría un paso deductivamente correcto, basado en la verdad formal 
(implicación) 


(8) (0Px>Pa aaa... APO, 


y en la regla de inferencia, o modus ponens. Esto tiene, naturalmente, que 
ocurrir en todos los casos de “inducción incompleta” igual que en los de 
“inducción completa”, en el sentido tradicional ya visto de esas expresio- 
nes. También ocurre en todos los pasos deductivos, es decir, de aplicación 
del modus ponens. La diferencia está en que en los pasos deductivos se 
tiene como premisa el antecedente de esos condicionales del tipo de (8), 
mientras que en los pasos inductivos se tiene como premisa el consecuente. 
El paso deductivo (7) puede esquematizarse así, con la representación para 
reglas que ya conocemos: 


Esquema i 


(O) Px=>Pa  APosA... APO, 
(0 Px 


Pa,, Paz, ..., PQp 
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(Zauto (7) cuanto el Esquema 1 pueden entenderse come representación 
abreviada de n pasos.) En cambio, el paso inductivo (1) de 159, 
el razonamiento sobre la ley de Boyle- Maríotte en 20, tondríz que repre- 
sentarse así: 








cpie recogo 





Esquema Li 


Ada Pa AFOA.. APO 
Par, Pas, ..., PE, 
ía) Lx 




















La comparación de los esquemas 1 y 11 ustra el hecho de que la dife- 


rencia principal entre pasos deductivos y pasos inductivo 
que los segundos no están justificados formalmente, sino 
cirio, se basan en un modus. ponens al revés, carente de garant: . 
Ahora bien: si ésa es la diferenci cia principal, entonces la msyor o menor 
generalidad del antecedente respecto del consecuente no nos es necesaria 
para expresar lo que define la situa ción. Esta puede quedar cnractor ada 


en cada caso por los siguientes esquemas: 





Esquema deductivo 


> 


SES 


El 
Esquema reductivo 


py 


E 
E 


Pp 

A la vista de esos dos esquemas puede admitirse la e 
tica científica de dos grandes géneros de argumentaciones 9 [ 
afirmaciones a otras: pasos deductivos y pasos reductivos. Lo inf 
de estos últimos desde el punto de vista formal no es que SpOngAn 
ganancia en generalidad. Y lo interesante formalmente de los 
tivos no es que supongan una pérdida de generalidad, como y 
por el esquema deductivo, en dl que no intervienen con 
neralidad. La diferencia interesante es que el esquema 
malmente válido (válido para cua s]guier. interpretación 
que el reductivo no lo es. 

En relación con el anterior 2 
en la metodología la costumbre de entender y por. Gor 
no-deductiva. La inducción en el sentido tradicional 
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caso especial de reducción en el cual el lugar de “p” en el anterior esque- 
ma reductivo está ocupado por un enunciado más general que el que ocupa 
el lugar de 'g”. Es la que Carnap llama “inferencia inductiva universal”. 


102, La relación de inducción. — El esquema reductivo cs demasiado 
estrecho o exigente para poder recoger todas las situaciones inductivas, en 
el nuevo sentido amplio de esta palabra. Ese esquema sugiere muy ade- 
cuadamente la situación lógica característica en la interpretación de un 
fenómeno cuando ya se posee una ley o teoría sobre la clase de fenó- 
menos a la que pertenece el observado. Supongamos que un biólogo 
observa, en una generación de n individuos, que sólo n/4 individuos pre- 
sentan el carácter P, poseído por los abuelos. El biólogo posee una teoría 
con una ley estadistica según la cual los caracteres recesivos aparecen en 
la cuarta parte de los individuos de la segunda generación. Esta es una ley 
del tipo 'p => q, siendo “p' x es un carácter recesivo” y “q” 'x aparece en la 
cuarta parte de los individuos de segunda generación. De “p=> q puede 
obtenerse el enunciado singular: 'P es un carácter recesivo -> P aparece en 
la cuarta parte de los individuos de segunda generación”. Llamemos “sf 
a este enunciado singular deductivamente obtenido de la ley, de la que es 
una instancia. Nuestro biólogo ha hecho, pues, la observación expresada 
por *f. El paso reductivo consiste en afirmar 'S, o sea, que el carácter P 
es recesivo. 

El enunciado “s' (o “p') es en casos de este género una explicación del 
hecho expresado por “E (o “q”. Por eso podemos decir que el esquema re- 
ductivo recoge especialmente la inducción que busca hipótesis explicativas 
de los fenómenos observados. El científico puesto ante los fenómenos ex- 
presados por “y” busca, con el ejercicio racional de la imaginación, un 
enunciado que los explique o implique, esto es, un enunciado (por regla 
general, varios: toda una teoría) del que pudiera obtenerse deductivamente 
el enunciado *g” que describe los fenómenos observados. Pero el esquema 
reductivo no dice nada sobre ese paso imaginativo. Y, ciertamente, como 
tal paso imaginativo, este aspecto de la cuestión no es nada propio de la 
lógica, sino de la psicología. Mas el paso imaginativo hacia la hipótesis 
utiliza algo que sí es relevante para la lógica: una relación de “g' a “p'; 
mientras que el esquema reductivo sólo atiende a la relación de “p" a y, la 
cual es una relación deductiva, de implicación. Ahora bien: seguramente la 
relación que más importa aclarar para entender la inducción es precisa- 
mente la relación de “g' a “p' que subyace al paso imaginativo de Jo cono- 
cido a lo hipotéticamente afirmado, de la información — como diremos en 
adelante —a la hipótesis. 

En los primeros años del análisis moderno de la inducción, B. Russell 
indicó que el paso por una forma 'p=> q” (hipótesis implica información) 
es muchas veces ocioso y redundante, si es que realmente se amplia el 
concepto de inducción para incluir en él toda inferencia no-deductiva. Su- 


Es ; 
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pongamos, dice Russell, que se quiera justificar la : Sócrates es 
mortal” (7) partiendo del conocimiento que tememos 2 de hombres 
que han muerto, La situación no es deductiva; es por tanto inductiva, 
La concepción tradicional del uso de la inducción y la deducción en el mé- 
todo científico arma 'r, Sócrates es mortal”, pasando por “todos los hombres 
son mortales” (p). Pero “p" es un enunciado indnetivamente obt > 2 partir 
de un conjunto (o conjunción) de enunciados: a murió”, Bb murió, eto, con- 
junción a la que llamaremos 9” y que no agota, como es natuval, la clase 
de los hombres, porque si la agotara ya estaría dicho en la información 
que Sócrates es mortal, puesto que uno de los enune! : Sócrates 
murió”. Pero entonces, si Po no sirve para aumentar la % : "de “Y, por- 
que “p' mismo no es “cierto”, sao inductivo, ¿para qué dar ol rodeo o por “p 
para inferir 1? Más sencillo es admitir que la verdadera inf: 2 es aquí 
de Y a 'r, una inferencia sin ningún momento deductivo, basada en una 
relación propiamente inductiva de la información, “q”, a la hipótesis, “e, la 
ual es, por cierto, aún menos general que la inform 

Esta discusión permite concluir: 1.0) el quen rocha 





















inspirado en 
ente de ma- 
nifiesto la relación inductiva de la información a la hipó 
sin duda presente en la inducción que busca hipótesis exp 5 
fenómenos observados y expresados en la información, q”, la relación de- 
ductiva p > q de la hipótesis a la información no parece un clemonto nece- 
sario de la situación inductiva (en el sentido hoy generalmente admitido del 
término 'inductiva” (== “no-deductiva”)), mientras que en toda situación 
inductiva se encuentra, naturalmente, una relación propiamente inductiva 
de la información a la hipótesis. 

Rudolf Camap, aclarando nociones que habían aparecido an 
en la teoría del cálculo de probabilid lades, ha abierto una r: 
el análisis formal de la inducción al entender la relación + 
información a la hipótesis como una relación de confirmación. La relación 
inductiva de “g' a “p” es la medida en la cual “yg” confirma a de indenen- 
dientemente de que 'p" implique a su vez a “q o no lo implinue. En efecto, 
el uso de la relación inductiva de "9 a “p” en la ciencia no supone siempre 
la existencia de la relación deductiva de “p" a “y, es docir, la verdad de 
“p->G". Esto puede verse examinando la situación que se da en los prin- 
cipalos géneros de inferencia inductiva. Carnap distingue o de ellos, 
sin pretender que la división sea exhaustiva. Pero es suficiente para la 


consideración que tenemos que hacer: 

























le esca inducihiva universal, — Es una de las dos 
radas por la teoría tradicional de la inducción. Consiste ez 
formación de que todos los miembros de una clase observada, y lo sea, todos 
los individuos o hechos que tienen la propiedad de haber sida obser 
vados, €) pertenecen a la clase 8 (tienen la propiedad B), a lá 


= ronside- 
de la ta- 








irmación 


19, —iIBTROPUSCTÓN A LA LÓDICA 
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de que todo individuo o hecho pertenece z: 8 (todo individuo o hecho tiene 
la propiedad B). La situación es pues: 


información, q: £x) [xey>x28]), o yC€8, o (2) [Gx> Br); 
hipótesis, p:. — (x)lxefd, o B=VY, o (x) Bx. 


Es claro que en este caso vale p => g': 


LID (0) Bx RP 
L2(2) Gx RP 
L3(1) Bx REO; Ll 
L4(1, 2)  Bx RA2; 12, L3 
L5(1) Gx Bx Ri>; Lá 

% L8(1) (o) [Gx > Bx] RIO); L5 
LT(0) (0 Bx> (1) [Gx > Bx] Ri=>:; L8. 


Un ejemplo de esta inferencia es la obtención de la ley de Boyle-Mariotte 
según el ejemplo 20 (en un universo constituido por las masas de gas). 


2. Inferencia inductiva inversa. — Es la inferencia por la cual se pasa 
de la información de que todos los miembros de una subclase, y, de una 
clase, «, pertenecen a la clase 8, a la hipótesis de que todos los miembros 
de « pertenecen a $. Esta inferencia, también contemplada por la teoría 
tradicional de la inducción, es una limitación de la inferencia inductiva 
universal a un universo más reducido, la clase a. En ella vale también la 
relación deductiva de la hipótesis, “p”, a la información, “q”, pues la situa- 
ción es: 


información previa, q: Ca, o (x) [Gx > Áx]; 
información, q: “Cf o (13 1Gx= Bx]; 
hipótesis, fp: eCfg o (o [ár> Bx]. 


Un ejemplo de esta inferencia es el anterior de la ley de Boyle-Mariotte 
limitado al helio y en el mismo universo constituido por las masas de gas. 


3. Inferencia inductiva directa. — Es ésta una inferencia inductiva poco 
útil y frecuente en la práctica, pero bien caracterizable en la teoría, 
Supongamos que se tiene información estadística acerca de toda la clase 
(población) de individuos considerada; por ejemplo, que el 70% de los 
miembros de la clase a pertenecen también a la clase f. De esa información 
puede pasarse a la hipótesis de que en una determinada subclase (muestra), 
y, de la población a se encontrará un 70% de individuos que son también 
miembros de f. La situación será en este ejemplo: 
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información, q: 70% de los « son Bay Cu 
hipótesis, p: 70% de los y son f. 


Aqui no vale p =>. 


á. Inferencia inductiva predictiva. — Es la induchiva más 
importante en la práctica cientifica. Consiste en pasar de ana Información 
sobre una muestra, 8, de una o a, 2 i ¡ 
acerca de otra muestra, Y, independien te de la primera, de dan na -po- 
blación «. Por ejemplo: la información puede ser que el 702 de los inmi- 
grantes que viven en el distrito M1 de Barcelona son 
hipótesis puede ser que el 70% de los inmigrantes que 
trito VIE de Barcelona son levantinos, Cuando la seg: 
un solo individuo o hecho, se tiene la situación del caso £ócratos discutido 
por Russell. 

Tampoco en esta inferencia está imp slícita la reir 
de la hipótesis a la información. La situación puede desc 
anterior ejemplo, como sigue: 










Tus 








información, q: £C aa y Cora pO0y=AaT7O%Z de los £ sob 8; 
hipótesis p: 70% de los y son 8, 


5. Inferencia inductica analógica. -— Tiene la misme 
anterior, pero. las dos muestras son de un solo individuo 
en ella vale p => q. 





Para cada una de las tres inferencias inductivas en las que no vale p => dd 
puede construirse una implicación p* > q” modificando la h 
universal. Pero entonces, naturalmente, se está en el caso de la 
universal o inversa, Ejemplo para la inferencia predíctiva: 


hipótesis modificada, p': (y [y Co a-> 70% de los y son 3]. 







i 






Este examen de las principales clases de inferencia 
en la opinión de que lo principal del problema de la ir 
ción inductiva, o de confirmación, que va de la informa: 
anteriores ejemplos, a la hipótesis, “p. Si simbolizamos 
por *—)', podemos representar del modo siguiente el esq; 
rencia inductiva: 


confirma 
es la rela- 
y, “q en los 
esa relación 
a de boda infe- 








q4—)p 
q 
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La relación en que se basa un paso inductivo es entonces expresable por 


(9) q—)p» 


análogamente a como la relación en que se basa un paso deductivo es expre- 
sada por “g > p”. El que, además, valga “p —>q', la implicación de la infor- 
mación por la hipótesis, es inesencial, salvo para caracterizar las inducciones 
inversas (universales o restringidas), únicas consideradas por la tradición 
con el nombre de “inducción incompleta”. 


103. La posibilidad de una lógica inductiva según Carnap. — Á pro- 
pósito de la deducción y de la inducción hemos distinguido entre pasos 
(u operaciones) y relaciones en que se basan esos pasos. Ási, en el caso 
de la deducción, tenemos, por una parte, el paso de “p' a y, 


(10) Ip=>g1p+g, o 
p=>q 


q 


y, por otra parte, la relación de implicación 


(11) [p>glap>q. 


El paso deductivo es una aplicación de la relación de implicación, mien- 
tras que la relación misma de implicación (11) es sobre todo de interés 
teórico. Cuando uno deduce en la práctica, usa la relación (11) en un 
esquema (10). Cuando uno estudia teoría lógica se interesa por saber si (11) 
es o no una verdad formal. Hablando restrictivamente, lo relevante para la 
teoría lógica es la relación (11), mientras que la operación (10) es de interés 
metodológico: interesa propiamente a la metodología de la deducción. 
Precisamente por eso el resultado de (10), que es “g', sólo es válido si 
valen “p >" y “p”, mientras que la afirmación (11) es válida en cual- 
quier caso, aunque “p->q" y “p" sean empírica o formalmente falsas. 
El esquema operativo (10) tiene pues que ver con la experiencia de un 
modo directo. La relación (11) no, sino sólo del modo indirecto en que las 
verdades formales tienen que ver con la experiencia (cfr. 7). 

Esa misma reflexión es aplicable al caso de la inducción. Para el paso 
inductivo de Y a “q”, por ejemplo, se tiene una relación 


(12) lp )dap— 3, 


de la que podemos decir que ella será lo relevante para un estudio formal 
teórico de la inducción. 
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La conjunción (4), que significa la copres: 
iemación no tiene ae peculiaridad: es la 
que en la deducción. Por eso la eón que imp 


la deducción es la expresada 26 ar” 
de condicional universalmente válido), y la que impor 
yA 


teoria lógica de la inducción es la representada por '—J. Las Fórmulas 
relevantes son pues, respectivamente: 


(13) p>q, 


(13) p 4. 







de la relación y la 
n la inducción 
2 lógica de 
O sea, 
; una posible 





Fe 






Ahora bien: si existe una teoría formal de la imp 
teoría lógica de la deducción, ¿por qué no podría existir 30. teoría formal 
de —)? La lógica inductiva de Carnap, cuyo programa s .a considerar 
ahora brevemente, es una teoría formal de —, de la velo ” de confir- 
mación entre enunciados. 

La relación de confirmación se diferencia de 
de implicación, ante todo, porque no puede dar Í 
operación análogo al deductivo. Por ejemplo, un esquema 


, que es la 








Pp—)4 
p 


q 


representa una operación injusti£c cable, pues la relación ——) no es la relación 
de implicación, de modo que “y” no “acarrea o y 

suele decirse tradicionalmente, lo aármado por in a 
“con certeza”. Podría pensarse en un esquema pe TOpr 
mente las operaciones inductivas; por ejemplo, un en 
fórmula de cuya última línea estuviera afectada por 


indicara “sin certeza”: 














E 
smbola que 


pg 
p 





1 


La comparación de este esquema (que más adelante 
por poco adecuado aún) con el de las operacio 
modo nuevo la diferencia principal que antes hemos * vi 
inducción y deducción, como toda operación y A 










es 





- der pita 
dedi OLEA 


e 





ca 


lógica, parten de unos datos de hecho, a saber: 
premisas. Pero, sobre esa base, la epa 
mación “cierta”, sin cualificar; mientras que 
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afirmaciones “inciertas”, cualificadas. Y como las operaciones se basan en 
las relaciones respectivas, esa diferencia sugiere lo siguiente: la relación 
deductiva (o implicación) es una relación de necesidad, por así decirlo, una 
relación sin excepciones y por la cual el miembro relacionante (antecedente) 
acarrea consigo el miembro relacionado (consecuente), de modo que puesto 
el primero está ya puesto el segundo. Esto no ocurre en la relación inductiva 
(confirmación). Mas, por otra parte, la relación inductiva tiene algún peso, 
puesto que a través de ella la información confirma la hipótesis. Podría, 
por eso, decirse que la relación inductiva rinde imperfecta o parcialmente 
lo que plena y perfectamente rinde la implicación: leva de algún modo 
al consecuente inductivo, lo confirma, aunque “sin certeza”. Por esta razón 
indica Carnap que la relación de confirmación puede entenderse como una 
relación de implicación parcial. 

Como se recordará por la lógica de clases, una propiedad monádica 
corresponde a una clase, y la implicación entre propiedades monádicas 
corresponde a la inclusión entre las dos clases respectivas. Esto nos va a 
permitir aclararnos provisionalmente con unas figuras las situaciones de 
implicación y de implicación parcial. Sea la implicación 


(15) (0) [Px > Ox]. 


Llamemos 'a' a la clase asociada a “P y “8” a la clase asociada a “O”. La si- 
tuación recogida en (15) puede también expresarse por 


(16) «Cf, o por 
(7) (0 [xex >xe 8]. 


La figura 1 la representa: 








Supongamos ahora que se tenga la afymación adicional 


(18) aca, 0 Pa. 
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por “Px”, justifica 


- 


Entonces la inclusión de a en £, o la implicación de “Qu 
el paso deductivo a 


(19) asB, o Qu. 


La situación quedó ya representada en la Sgura 1. 
Pasemos ahora a la relación inductiva entendida como r nr de im- 
plicación parcial. Que “Px” implica parcialmente a “Ox” puede entenderse 




















en el sentido de que « está parcialmente contenida en £: 
Esta situación puede expresarse en el lenguaje de la lógica de clases por 


(20) an grÁ, o por 
(qn Ala ME, o por 
(22) Hxlxezrre Bl, 


Elegiremos (20). 
Supongamos ahora que se tenga la misma información ; 
caso anterior, O sea 





| que en el 


(1S) aca 0 Pe 







Esta vez (18), junto con (20), no basta para legitimi c a (19) pues el 
individuo a, que según (18) es un «, podría perfectamente ser une de los 
miembros de « que no son miembros de £, es decir, un mismbro de la 
clase a NM — 8, que es una subclase de «a, como puede apreciarse en la figu- 
ra 2. Pero es claro que a podría ser también un mis se «NA, 
que es también una subclase de a; y en este caso valdria (1 : tarea de 
la lógica inductiva consiste, entre otras cosas, en prec i sentido de esa 
expresión “podría ser”, al modo como la lógica 
de expresiones como “acarrear necesariamente” (el + 
mostrando que 'necesarismente” no tiene en ese uso ninguna s 
empírica o material. El programa de la lógica inductiva de Ca 
a precisar esa frase, o la “incerteza” de los resultados inf 
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yendo de la relación de confirmación, —), una función de confirmación, c. 
Se trata de obtener la teoría de un concepto cuantitativo de confirmación. 
En las siguientes secciones estudiaremos dicho programa, pero antes vamos 
a hacer una reflexión preliminar acerca de cómo puede, en general, cuanti- 
ficarse un concepto lógico como el de confirmación. 

Supongamos que en la situación de implicación parcial entre “Px' y *Q% 
descrita por (18) y (20) y representada por la figura 2, se ignora la locali- 
zación del punto que representa al individuo a, miembro de «a, pero se 
cuenta en cambio con la información adicional de que la clase a tiene 
100 miembros, 70 de los cuales lo son además de la clase 8; escribiremos 
abreviadamente: 


(23) 70 de los 100 a son £. 


Sea ahora la hipótesis 


(19) asf, o Qa. 


De acuerdo con el análisis de la inducción visto hasta aquí (19) no es una 
30 


afirmación “cierta” en base a (18) y (20), sino “incierta”, cosa que expre- 
sábamos por 


(24) — 458, 0 —) Qu. 


Si la notación de (24) tuviera buen sentido, entonces, con la información 
adicional, (23), de que ahora disponemos, a saber, que 70 de los 100 miem- 
bros de a son también miembros de $, seguramente tendría sentido sustituir 
nuestro símbolo de “incerteza” por 70%, por ejemplo, o por 7/10, a 
por “0,7, Pero en realidad una expresión como 


(25) 70%a<8, o 7/10acf8,o 0 fasg, o 70% Qa, eto, 


no hace buen sentido. Pues del mismo modo que, en cáleulo de probabili- 
dades, la afirmación de que la probabilidad de la hipótesis “q” respecto 
de una información “y” es 0,7 no tiene el absurdo significado de que de cada 
diez veces que afirmemos “q” siete veces vaya a resultar verdadera y tres 
falsa, así tampoco “0,7 a e f” puede querer decir el absurdo de que de cada 
diez veces que tomemos el individuo «a siete va a resultar ser miembro 
de f y tres no. Mas como ese absurdo es lo que parece indicar la notación, 
ésta resulta poco adecuada y hay que abandonarla. 

La fracción 0,7 no expresa la validez de la afirmación “ae $”, sino el 
grado en el cual “ae f” está fundamentada por la información disponible, 
o sea, por la conjunción de (18), (20) y (23). Lo que debemos expresar me- 
diante alguna notación adecuada es pues: la confirmación de la hipótesis (19) 
por la información (18) a (20)a (23) es 0,7. Carnap expresa esto con la nota- 
ción funcional siguiente: 
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(26) e ((19), (18) A (20) a (233) = 0,7, 


o, llamando “g' a la hipótesis (19) y p' a la información, conjunción de los 


enunciados (18), (20) y (3): 





049) c(q, 9 =0,7. 


En este punto son necesarias dos observaciones: 
Primera: el concepto de confirmación, de relación indnotiva, resulta 
coincidir con el concepte lógico de probabilidad. Debe guirso entre 












nO empírico y concepte lógico de probabilidad, El se define 
como la frecuencia relativa, entre los miembros de : «, de una 


determinada propiedad P. El segundo puede definirse E mente como 
el grado de confirmación de una hipótesis por una inf 
miento inductivo es pues razonamiento por probabiiid A 

Segunda: la discusión del ejemplo que nos ha 1' 
servir para formular el concepto lógico de probabilidad, ni por tanto, el 
concepto cuantitativo de inducción; pues de sido samente un caso 
empírico de frecuencia relativa (de la propiedad de pertenecer a la clase 8 
entre los miembros de la clase a). El partir de una « ón sobre clases es 
lo más fácil intuitivamente, Pero al hablar de clasas, las * 
vas —el 0,7 del ejemplo — son datos empíricos, no relaciones formales, y 
no pueden servir para definir la función e como Einción lógica, al modo, 
por ejemplo, como se define una función veritativa. Por esc el primer 
problema que debe resolver una lógica inductiva es el de encontrar rela- 
ciones medibles que no sean empíricas. 








0 (27) no puede 









notas rolati- 





164. Deseripeionos de estado y ámbitos sománticas. — Ácabamos de 
ver que las clases, aunque son entidades muy cémedamento moribles (por el 
número de sus miembros, por ejemplo), no son adecr 2 construir 
funciones lógicas de medición, sino sólo para construir Í os era : 
pues la pertenencia de un individuo a una clase es un asunto bos, 
como el de todo discurso sobre clases que tenga pora las ciencias 
reales. ¿Qué entidades pueden, entonces, ser os de med sin ser 
ellas mismas empíricas? 

El punto de vista lingiiístico en lógica ofrece una pe 
este problema, del mismo modo que también es útil 
deducción. Dado un determinado lenguaje £, imag! 
todas sus constantes individuales y predicativas. Con esos sujet 
predicados pueden construirse todos los enunciados del lenguaje E (que 
será, naturalmente, un lenguaje con un número pea o de constantes). Por de 
pronto podemos construir todos los enunciados atómicos y sus nogaciones. 
Llamemos enunciados básicos a los enunciados ató y asus nogaciones, 
Imaginemos ahora una conjunción de emunciados Ó en el que estén 
representados todos los individuos del universo del discurso de £, es decir, 















+5 






lad de resolver 
ra esclarecer la 
una lista de 








t-. 
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en el que aparezcan todas las constantes de L, y solamente una vez cada 
una. Una conjunción de esa naturaleza se llama en la terminología de 
Carnap una “descripción de estado para el lenguaje E”, pues describe una 
situación, un estado del universo del discurso de L. Por ejemplo, sea L un 
lenguaje que tiene tres predicados sólo, “rojo”, “verde” y “4mbar (ER, “V, 
"A') y sólo tres constantes individuales, “', “b' y *C' (nombres, por ejemplo, 
de tres semáforos de un cruce complicado). El universo del discurso de L 
es un “mundo” compuesto por los tres individuos a, b y c; sus estados son 
distribuciones entre esos tres individuos de las propiedades rojo, verde y 
ámbar. Los siguientes enunciados son algunas descripciones de estado 
para E (no todas las descripciones de estado para L): 


(28) RaaVba Ac (Ly) 
(29) RaaRba Ac (La) 
(30) Raa RbaVce (Zu 
(31) AaaVba Re (Ziv) 
etcétera. 


Las descripciones de estado para un lenguaje £. se excluyen unas a otras: 


(32) Para todo lenguaje L, si Z, y Zn son dos descripciones de estado 
distintas, vale 
[Zn A Zm]. 


Y la disyunción de todas las descripciones de estado para un lenguaje L 
es exhaustiva, o sea, agota todos los modos posibles de presentarse el uni- 
verso del discurso de L: 


(33) Para cualquier lenguaje L, si Z;, ..., Z, son todas sus descrip- 
ciones de estado, entonces la disyunción 
Zi Ze MN 
es formalmente verdadera. 


La letra “Z' usada por Camap (en escritura gótica) para designar las descripciones 
de estado es la inicial de 'Zustand”, “estado”. 


Las descripciones de estado son enunciados que describen situaciones 
semánticas. Con su ayuda se define el ámbito de un enunciado cualquiera 
del lenguaje correspondiente. Ambito de un enunciado X de un lenguaje L 
os la clase de las descripciones de estado que describen situaciones semán- 
ticas en las cuales X es verdadero. Por ejemplo, el enunciado de L 


(34) Raa Ac 


tiene (suponiendo que Z;-Ziy fueran todas las descripciones de estado 
para L, cosa que no son), el ámbito (Zr, La). 
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ecir que (04) tiene el ámbito (Za, Zi) es decir que valo cuando el 
universo del discurso se encuentra en la situación indicada por la dose! 
ción de estado Zi, y también cuando se encuentra en la 5 ón im 
por la descripción de estado Lu. Por tanto, que vale cu valen Zy 
Zi las cuales no valdrán a la vez porque las deser s de estado son 
mutuamente excluyentes. Asi pues, el ámbito de un 
definido como una clase de de »scripciones de estado, daho entornd 
la disyunción (no la conjunción) de dichas descripciones de e o. Al hablar 
de ámbitos pueden por tanto usarse indiferentemente el lenguaje de clases 
y el de la lógica de enunciados. Ási podemos escribir 






















ámbito de X — ámbito de Y, 





y estaremos entonces concibiende los ámbitos como clazos de descripciones 
de estado; o 


ámbito de X <» ámbito de Y, 


onas de des- 


etá incluida 














en cuyo caso estaremos concibiendo los ámbitos coma 
cripciones de estado, Análogamente, decir « que al tn 

en el ámbito n es lo mismo que decir que la dis; ción to ormada por las 
descripciones de estado que componen el primero es parte de la disyun- 
ción de descripciones de estado en que consiste el s . A partir de 
ahora, en vez de decir “el enunciado X vale cuendo la < n del imiverso 
del discurso es la indicada por la descripción de esta mos breve- 
mente: “el enunciado X vale para la descripción de est 

Los ámbitos son susceptibles de medición; por ej ñ t 

bastante claro el atribuir a un ámbito con más desaz + de estado que 
otro un valor numérico mayor que el atribuido al segundo. Según esto dire- 
mos, atendiendo al anterior ejemplo, que el enunciado de L 





(35) Ran Vb 


(si la tabla Z¿-Ziy fuera completa) tendría un ámbito — (2/2 — menor que 
el de (34). 

Pero a pesar de ser medibles, los árabitos y las deseripciones de estado 
no son entidades empíricas, sino lógicas (semánticas): no son aÉrmaciones 
de que el mundo sea de tal o cual manera, sino descripciones de estados 
posibles del universo del discurso de un lenguaje dado: cios no se 
plantea la cuestión de si son verdaderos o falsos, sino : 
(como enunciados) consistentes o no (posibles. Á partir de 
medibles, pero no empíricas, que son los ámbitos, pueder 
ciones lógicas de confirmación de un enunciado por otro, 

La realización de este programa para lenguajes de veedadoro 


ES 
es decir, que cuenten con infnitos simbolos individuales y ren predicados 




















e 


poliádicos para expresar relaciones, es difícil y no puede añn eo 
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resuelta. Aquí vamos a estudiar un caso de lenguaje muy sencillo, sólo para 
poder apreciar las líneas geuerales del programa de lógica inductiva de 
Camap y el tipo de análisis de la inducción que fundamenta dicho pro- 
grama. 

Antes de enfrentarnos con nuestro ejemplo conviene insistir en que el 
ámbito de un enunciado se define lógico-semánticamente, no empíricamente, 
No nos hace falta saber empíricamente que Z; o Zi, son verdaderas o no 
-— si describen o no el real estado del universo del discurso de L — para 
poder afirmar que (£r, Zig), O Zi Y Za es el ámbito de (34) en L (si la tabla 
Zi Ziy es completa). Por tanto, toda función que se base en mediciones de 
ámbitos será de naturaleza lógica, no empírica, Pasemos ahora al ejemplo. 

Sea un lenguaje muy sencillo, l, que no consta más que de tres sím- 
bolos de enunciado, “p”, y, r”, y los functores veritativos "Al, w, la”, Esc 
lenguaje es muy pobre y simplifica uno aparentemente menos pobre: un 
lenguaje con tres constantes individuales, “al, “b', “C, y un solo predicado, 
"P. “p” traduce y simplifica cómodamente “Pa”, por ejemplo, El resto de la 
traducción puede establecerse asi: 


Pate -p 
Pb+=q 
=Pbosq 
Pcor 
POr” 


Un lenguaje como 1 puede servir, por ejemplo, para describir situa- 
ciones eu un tablero de control de una estación del metro con tres vias y 
un único sentido de circulación de trenes por cada vía. Cada una de las 
vías tiene una señalización para indicar 'vía libre" o "vía cerrada” a los con- 
ductores de tren. En el tablero de control hay tres bombillas, cada una co- 
rrespondiente a una vía. Una bombilla está encendida cuando su vía corres- 
pondiente está libre, y apagada cuando su vía correspondiente está cerrada. 

Las descripciones de estado, Z,-Lg para Í son 


(36) PAGAS (Zo (as tres bombillas encendidas: Para Pba 
AP0). 

(37) =PAGar (Za) 

(38) PAGAS (Za) 

(39) n=Ppaugar (Zi) 

(40) PAGA ST (25) 

(41) WPAGAnTr (Zo) 


(42) PALGASZ TO (La) 
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(43) =Pioqhor (Zo (as tres bombillas ap 
El enunciado 
(14) PAL, 
por ejemplo, tiene en 1 el ámbito 
R= AL, Lo. 
Escribiremos: 
RED) = Ula, Zs), o también 
R(43) > Za v Zs. 


¿Y es la inicial de “range” (inglés) y Reng (alemán). 
Ahora debemos fijarnos en un sencillo metateorema 
tal para la construcción de las funciones inductivas de ec 


. es fundamen- 
A 


“mación: para 








todo enunciado, X, de un lenguaje L hay un ámbito, E ROO, tal que X equi- 
mú. O sea: 





vale formalmente a R(X) en L. (concebido como « 


(45) E) ERÍ[X ROO] 






En nuestro lenguaje 1 (45) es de comprobación 
enunciado cualquiera de l, puede establecerse sono 
veritativa la a del reismo con la disya 
estado que es su ámbito. Sea, por ejemplo, el enunciado de ¿ 


(48) pq op g, sí ya se ha introducido >” por definición. 


Su ámbito es Ly v La v La v Es Y La Y Lg. 
Con una tabla veritativa puede comprobarse la eq 
y esa disyunción. 





ta entre (46) 


105. Funciones lógicas de medición. — Las £n 
o funciones de medición de ámbitos, se basan en la 2 
numéricos a las descripciones de estado. 





sm de Cernap, 
na de valoros 





Para que las funciones de medición resulten útiles en el análisis de los len- 
guajes de la ciencia, la atribución de valores numéricos a las descripciones ne 
estado tiene que hacerse con bastante complicación y muchas proc -aucionos gru 
aquí pasaremos por alto, Por eso la función de medición m Cro ntina) que aquí 
usaremos no debe confundirse con 1 i de medición de Camay. 






será una función 


Una función de medición, m, para nuestro Le en 
de £ Sus valores 


de un solo argumento, Sus argumentos son los e 
por adecuarse con el uso corriente en el cále 


números racionales de O a 1, ambos comprendt 
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La definición de mm exige atribuciones de valores a las descripciones de 
estado. Estableceremos para nuestro ejemplo la siguiente regla de defini- 
ción de m: 


(47) (1) Para toda descripción de estado, Z,, de l, 
m(Z,) = 0,125 (= 1/8). 
(2) Para toda disyunción de descripciones de estado distintas 
en Ll Ziv..vZi(13=15] <=), 
AZ LY = MULA MZ). 
La atribución del mismo valor a toda descripción de estado, como aquí hace- 
mos, es precisamente la simplificación que no puede hacerse sí de verdad se 


quiere construir un sistema de lógica inductiva capaz de recoger la situación 
efectiva en los lenguajes de las ciencias reales, 


La anterior definición de m nos permite calcular valores para ámbitos 
de 2. Por ejemplo, un ámbito compuesto por dos descripciones de estado 
tendrá por m el valor 0,25 o Y4. 

Ahora bien: según el teorema (45), todo enunciado equivale a su ámbito. 
Consiguientemente, la función m atribuye valores a los enunciados de ¿. 

He aquí alguna otra consecuencia de la caracterización de la función m: 


(48) Si X + Y, entonces: m(X) = m(Q). 


En efecto: el ámbito de X equivale a X, y el de Y a Y. Por ser X <> Y 
se tendrá: REO e AQ). De aquí: m009 =m00. 


(49) Si X-> Y, entonces: m(X) € mU. 


Siempre que vale X, vale Y. Consiguientemente, el ámbito de X tiene 
que estar contenido, o equivaler al menos, al ámbito de Y. 


(50) Si X es formalmente falso, entonces: m(X) =0, 
Pues el ámbito de X no contiene ninguna descripción de estado, 
(51) Si X es formalmente verdadero, entonces: m(X) = 1. 
Pues el ámbito de X contiene todas las descripciones de estado para 


(52) Si X no es formalmente verdadero ni formalmente falso, en- 
tonces: 0 <m(X) < L 


Por (50) y (51). 
(ES) mx =1-—m(X). 
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or (2) de (47), mX xv o X= mod mio 0. Por (51), mí(X 
vo X= 1. De aqui (93). 


(54) máX y Y) = 00 + 00) —m XA). 
Hay que restar múX a Y) porque si no se suman dos vecos los valores 


de las descripciones de estado que pertenecen a la vez al ámbito de X 
y al ámbito de Y, 





(55) Sio[XaY], entonces: míX Y Y mo + m0. 


Por (54). (55) es siempre el caso si X e Y son do ez de estado. 





(56) MX a Y) = MO + 00) —mX y Y] 






ed que restar m(X y Y) porque si no se T mhién los va- 
lores de las descripciones estado que port: + al ámbito 
de X (pero no al de Xa Y) y de las que pertene: con sólo al ámbito de 
Y (pero no al de Xa Y) 


po 
de 


Utilizando la función de medición m se define la función de confirmación o. 
Antes de considerar esta función e puede ser útil parafra uitivamonte 
la definición de la función m, describir qué es lo medido por m. Lo medido 
por m es el ámbito de los enunciados de un determinado lenguaje, en 
nuestro ejemplo, del lenguaje l. El ámbito de un en: o X es, por así 
decirlo, su alcance semántico, la probabilidad de ser v dero, de quedar 
satistecho o cumplido en el universo del discurso del lenguaje de que se 
trate: su “frecuencia relativa”, podría decirse, poro no e ndo real, 
sino en el mundo semántico de la consistencia ( . La marcha 
de la lógica inductiva de Carnap puede caract tivamente di- 
ciendo que en ella se construyen, en base a funciones 
sirven para cuantificar probabilidades de ser satisico 
un lenguaje por referencia al universo del discurso de ese len E 
funciones, C, funciones de confirmación, que sirven pora cu 
babilidad que tiene un enunciado de un lenguaje de ser 
respecto del universo del discurso en general, sino respocto de 
de ese universo del discurso descrita por un enuncia 




















2 a no ya 
la situación 





evio, llamado in- 


el primer enun- 


formación: esta probabilidad es el grado de confrn 
ciado por el segundo. 


106, Funciones de confirma 
ción, m, puede definirse una fun 
gumentos (los cuales son e 
tro caso) y cuyos valores son nú 
prendidos. 


ón ES medi- 
. L e dos ar- 
os o del lenguaje de que se trato, e nues- 
meros racionales de Ú a 1, ambos com- 
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Por el hecho de haber escogido, de entre las varias posibles funciones de me- 
dición, una función m muy sencilla que no responde a las necesidades de una 
teoría capaz de recoger la real argumentación inductiva de las ciencias, tam- 
poco la función c que vamos a definir será capaz de ello. Será, como m, útil 
sólo para ilustrar la naturaleza de una teoría lógica de la inducción. 


Definición: 
(57) Para todo par de enunciados de L X e Y, 


mí Xa Y) 
máaYy 


En esta notación — que es la de Carnap —X es la hipótesis formulada 
en base a la información Y. c(X, Y) tiene como valor un número racional 
de 0 a 1 que cuantifica la confirmación que Y presta a X. 

Para hacer plausible la definición (57) nos fijaremos en algunas conse- 
cuencias de la misma que armonizan bien con la idea intuitiva de confir- 
mación de un enunciado por otro, La definición quiere decir que el grado 
en que Y confirma a X se entiende como la razón entre la probabilidad de 
que X e Y valgan juntos en ! y la probabilidad de que valga simplemente Y 
(en ?). Dicho menos imaginativamente: como la razón del valor del ámbito 
de Xa Y al valor del ámbito de Y. De aquí se desprende: 


c(X, e Kar 


1.) En el caso de que siempre que valga Y valga X, por darse 


YexX, 
oY>ox, 
se tendrá: 
Ax Y) =1 
Ls que entonces el paso de Y a X es deductivo; se tiene entre Y y X 
la relación deductiva de implicación plena. Y es muy natural dar a esta 
relación el valor máximo de confirmación, o sea, 1. 


2.) Si X e Y nunca valen juntos, o, lo que es Jo mismo, si nunca vale 
XaY, su ámbito es vacio y m(Xa Y) =0. Si al mismo tiempo m(Y) > 0, 
se tendrá: 

e(X, Y) =0. 

Es que en este caso X e Y son incompatibles, mutuamente excluyentes, 
Y también resulta natural tener en este caso que la confirmación de X por Y 
vale 0. 


3.9) Por último, es claro que Xa Y no puede tener un ámbito de valor 
superior al del ámbito de Y, sino, a lo sumo, igual. Por tanto, no ocurrirá 
para ningún X y ningún Y que c(X, Y) > 1. Y también es natural que no 
haya confirmación más fuerte que la implicación plena. 
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lisas tres observaciones pueden basternos para 2 
de la definición (57). Hay, sin embargo, vna 
queda sin definir: es el caso de que Y 2 format ente 
máYj =0. Para definir, como suclo hacerse, medi 





1 al tx, Y) 
 entances 
ervención la 





LP 
8] 











función para este caso, se presentan dos posibilidad: vamente plau- 
sibles: usando “F” en vez de “Y”, para recordar la situ (que Y es for- 
malmente falso), podemos optar por una de las dos convenciones siguientes: 


AFP, 
(58) AX, E = lil. 





(58) parece más conveniente, porque alude al hecho de que entre E y 
cualquier enunciado media una re elación práct ica de de tac Por ló- 
gica deductiva conocemos la regla de que Úde lo falso se signo cualquier 
cosa”, 

Análogamente a como hicimos con la función 1, emos 
presentarnos intuitiva o imaginativamente qué es lo que se mide con c. 
Un valor de e es un cociente de valores de m6. Por tanto, un cociente de 
probabilidades respecto de un universo del discurso, d Mido por un 
lenguaje que tiene que estar precisamente dado ea cada saso, El dividendo 
de ese cociente es el valor del ámbito de la conjunción de la hipótesis y la 
ioformación, o sea, la probabilidad de esa conjunción r: del univer- 
so del discurso supuesto, El divisor, aquello respecto de 1 lo cual se estima 
aquella probabilidad, es a su vez el valor del ámbito de la ón 
esto es, la probabilidad de la información respecto del 1 
curso. Por tanto, la relación de confirmación puede magia 
babilidad de [la conjunción de la información y] la + 
situación del universo del discurso en la cual queda sa 
mación. 
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o del dis- 
e romo la pro- 
is en aquella 
cha la infor- 













107. Idea de una lógica inductiva. — La cuantifo 
de confirmación por la función e puede ser objeto de un estudt 
exactamente igual que la relación de implcación en | : 
hace, en efecto, recurso a nada empirico cuando se habla de co 
en el sentido de Carnap, sino sólo a relaciones entre + os de ¿ 
enunciados. He aquí algunos ejemplos de teoremas de una teoría de la fun- 
ción e, que es una. teoría formal de la relación de cont y, por tanto, 
de la inducción. Los siguientes teoremas valen para cunlosquicra enun- 


ciados, X, Y, Y de L 







£ 









(59) DS AX, YY SL 
(50) Si Y => X, entonces: cíX, Y) = 1, 
(61) Si X es formalmente verdadero, entonces, para tado Y. 


AX, Y) =1 (por (80). 


2. INTRODUCCIÓN A LA LÓGICA 
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(62) Si X= W, entonces: c(X, Y) = c(W, Y). 


Los anteriores teoremas se desprenden de las definiciones de m y de c. 


(63) AX W, Y) AX, O + <(W, Y) — 4 X a W, Y). 
Demostración: 
XvWiaY 
Av W, Y) = Asa, por def. (57). 


mo) 


> Y 
= Han por lógica deductiva. 
mY) 
mXa Y) + mW a Y) —m[X a Y] a[W a Y) 
sn ge ERRE > OR: , por (54). 


m(XaY) + (Wa Y) náúXa WaY) , 
Ae — ———zA A, por lóg. deduc- 
tiva, mob 
mXaY) m(W av) m(Xa WaY) 
“m0 mo) m(Y) 
=«X, Y) + AW,Y)— c(XaW, Y) , por def. (57). 


(64) AXAW, Y) =«4X, Y) x A W, X a Y). 


Demostración: 


- m(Xa Wa Y) 
c(XaW, VD) = TE por def. (57). 
m(XaWaY) xm(Xa Y) multiplicación de dividendo 
e TA GA) XmMOO y divisor por m(Xa Y). 
miXa Y) m(XaWaY) 


mQ) miXaY) 


=0(X, Y) x e (W, XaY), por def. (87). 


(63) y (64) corresponden a los teoremas generales de adición y multiplica- 
ción (respectivamente) de la teoría de probabilidades, La teoría de la relación 
de confirmación, o lógica de la inducción, suministra el fundamento lógico de la 
teoría de la probabilidad. Tal es, precisamente, el sentido de la investigación de 
Carnap. 


Ántes de terminar con unas últimas observaciones el tema de la lógica 
inductiva, apliquemos a un par de enunciados de nuestro lenguaje 1 lo visto 
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ser el valor de la conf 
=> ( E AT e A 





hasta aquí, Queremos averigu 
q > por la información “p 


Información, Y: p=>gAr, o sea, —pvigar]. 


ais Y j e 
O A 


ne gr ndo pr [gar — ale qual Loprlgarji) 


mío prlgari) 








8/8 + 5/8 7/8 
== — a 1 = 0,8. 
5/8 is 








El fundamento de la afirmación de esos 4/5 o 0,8 en 1 es que q =>" queda 
satisfecho en 4 de las cinco descripciones de estado en «uo queda satisfecho 
PDGAT, 


Recapitularemos lo principal de las comparaciones que homes ido hacien- 
do entre lógica decductiva y lógica inductiva: 

Ante todo, las dos son teorías formales basadas en el concepto semántico 
de ámbito, Estudian relaciones entre ámbitos de enz la de impli- 
cación plena, o deducibilidad (confirmación igual a 2) y la de implicación 
parcial, o relación inductiva (confirmación menor que 1). Las exprosione e 
“lógica deductiva' y lógica inductiva” son en rigor impropias, dobería más 
bien decirse: “análisis y teoría formal de la deducció y teoría 
formal de la inducción”. Esta naturaleza formal es lo cipal que tienen 
en común las dos teorías, 

Sólo en segundo lugar debe apreciarse, desde un punto de vista lógico, 
su principal diferencia, que consiste en lo siguiento: isis y la teoría 
formal de la deducción justifican en la práctica del razona wo la afrma- 
ción de enunciados plena o deductivamente implicados por otros enuncia- 
dos que se admitan como verdaderos, El paso deductivo da YX e Y a X 
está formalmente justifo: o. En cambio, el paso pr: uctivo de 








a - 
A 


































AX, Y) =n e Y a X “con la corteza n” no lo está ni tiene sentido. Pues n 
no es un valor propio o una pro eprodad intrínseca de X, sino que su uso sólo 
tiene sentido respecto de 1 información Y. Por esta razón la 1 ógica de la 
inducción no puede construir cálculos o a iimos que semioisteen conchi- 











ación, mientras 
Esto constituye 
(cír. 20). Pero 

a de la 


+ 2 ete tar 
e un nigoritmo 


da que sean sólo hipótesi la alusión a nngo 

ue un tipo de algoriímo o e para la das 
una diferencia ea se entre la deducción y da 
o algoritmir: 
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en la teoría de la inducción se basarán siempre en enunciados atómicos de 
la forma “c(X, Y) = 11, y no de la forma X, o Y. 

Esta diferencia, aunque importante en la práctica, es secundaria desde 
un punto de vista de teoría lógica. Se presenta en la aplicación de la teoria 
lógica, o sea, en la doctrina del método, Desde el punto de vista teórico, 
lo esencial es que el cbjeto de la teoría formal de la inducción es una rela- 
ción lógica (semántica) entre enunciados, igual que el objeto de la teoría 
formal de la deducción, 

La naturaleza lógica de la teoría de la inducción no queda, natural- 
mente, perturbada por la cuantificación del concepto de confirmación. 
Pues los teoremas de la teoría de la inducción — por ejemplo, (63) o (64 — 
no tienen como valor ningún número racional entre 0 y 1, como las relaciones 
de confirmación de que hablan esos teoremas, sivo que son formalmente 
verdaderos. Y un enunciado que se pretenda afirmar como teorema de la 
teoría de la inducción sin serlo, será formalmente no-verdadero. Los teore- 
mas de la lógica de la inducción hablan de valores de confirmación; pero 
ellos mismos, si realmente son teoremas, son forraalmente verdaderos en 
base a definiciones y a teoremas de la lógica deductiva. También puede 
decirse que, como éstos, tienen la confirmación 1, 


La teoría lógica de la inducción no ha legado uún, sin embargo, a alcanzar 
la solidez y el consenso universal con que cuenta la teoria lógica de la deducción. 
Incluso la construcción más adelantada, el sistema de Carnap, está aún en vias 
de perfeccionamiento y no es compartido por todos los autores, aunque son ya 
uva minoría los que siguen considerando imposible o superfluo in tratamiento 
formal de la inducción. 

Debe indicarse, por último, que, con posterioridad a la primera edición de 
su estudio sobre la lógica inductiva, Carnap ha preferido dejar de hablar de “con- 
firmación”, para expresarse ca términos más matemáticos (tomados de la teoría 
del cálculo de probabilidades), 


RELACIÓN DE TEOREMAS Y REGLAS AUXILIARES 


que se encuentran aludidos en lugares distintos de los de su introducción 






La cifra en negritas que sigue a la sigla de referencia del teoreroa o la regla 


indica el número del epígrafe bajo el cuel se introd: ema o la regla. 
Pp j 8 


Del (TEL) al (TE15) 34. 
Del (TP16) al (TP20) > 8% 
(TESO) y (TES1) 57 





RáÁys : 48, RA£:. : 5% 
RAL : 54, Rás  : Eb 
RAZ : 3% RAS : 5% 


Rasa  : 5% 
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